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b) per ogni livello di precedenza deve esistere un’opportuna dire-
ziong di associativitd per valutare in modo non ambiguo espressioni cite
coinvolgono sequenze di operatori di uguale precedenza. Ad esempd0
Pespressiyne at bt c ha due valori diversi a seconda che vengadnter-

t e + rispe

Entrambe le condizioni\a, b sono soddfsfatte, infatti:

— L’espressione (at ¢t b) Nene ingrpretata come (a1 (ctb)).
Questo fatto & dovuto alla ricorsiolg gfdestra presente nella produzio-
ne T— FtT: T che pud generareAlyri elevamenti a potenza é alla
destra di t e quindi viene valutpfo pri F invece ¢ alla sinistra di
t e non puod generare altri opgfatori.

— L’espressione (a+ b,
+ atctb) pereffetto dgfl
zione E-E+ T. Se
corsione a sinistra, eg

— L’espressi
rispecchiando ¢

interpretata come ((a+ b)+
a ricorsione a sinistrazpresente nella produ-

ner effetto della ri-

i vengono valutati da sinistra a &estra.

fle (atctb+a) viene interpretata cdme ((atctb)+a)
#si la precedenza di t su +. Questa precadenza & e-
spressa dalla froduzione E— E+ T: prima di applicare + bisogna va-
lutare T

¥'sono piu somme adiacenti,

e puo generare *. In generale se esiste una produZigne del
tipo X/ XpY e Y pud generare I'operatore 7 allora r ha phece-
denzafsull’operatore p.

12.9. Sistemi di equazioni tra linguaggi

Nel seguito vedremo come i linguaggi possano essere descritti an-
che come soluzioni di sistemi di equazioni. A questo scopo presentiamo
qui alcune definizioni e osservazioni.

Un sistema di equazioni fra linguaggi su un alfabeto A & detto in
forma normale quando ¢ del tipo:
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% = Bl X g ]
(1) :
X =F X, X, . X))
dove le F, sono funzionidi U"-> U con U= 24%  (Pinsieme dei lin-

guaggi su A) e X, variabili su U.
Chiameremo soluzione del sistema (1) una n-upla di linguaggi
..... » L) che soddisfi le equazioni del sistema, ciog:

L; = Byl s B

In generale possono esistere una, pit di una o nessuna soluzione
di un sistema. Ad esempio per l'equazione:
X = XX+ {aa}
i linguaggi
L, = {a™in>0}+ {a™™kIin> 0}

sono tutti soluzioni per ogni valore di k.

Una soluzione (El 3 il, ..... 5 En) si dice minima se per ogni altra
soluzione (L, L,,....., L) sihache
- - J
L; ©L; Ly € By Ty € 1y

Naturalmente la soluzione minima, se esiste, ¢ unica. Nell’'esempio
precedente la soluzione minima é

L={ain>1} !

Per semplicita consideriamo ora il caso di una sola equazione in
forma normale: tutto quanto diremo pud essere esteso al caso generale
considerando un sistema come un’unica equazione in forma vettoriale.

Una soluzione dell’equazione |
X = F(X) '
¢ dunque un punto fisso di F:U - U in quanto deve essere L=F(L).

Nel caso in cui F sia una funzione continua, cioé per ogni se-
quenza di linguaggi
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si abbia che

1

SR ]
T
—
=

F(Z L)
i=1 i=1
allora vale il teorema del punto fisso:

Teorema 12.8.1.

B Se F ¢ una funzione continua, allora il suo minimo punto fisso
L esiste ed & dato da

L= Fig)
1=1
dove

Fl(¢) = F(F(.....(F($).....))

i volte

Sono ad esempio funzioni continue quelle ottenute per composi-
zione delle operazioni tra linguaggi definite precedentemente & cioe
somma, concatenazione e iterazione.

Esempio 12.13. Le seguenti funzioni sono continue:
F (X)= {a}+ X
F,(X)= XX + {aa}
F,(X)={a} X + X*({b}+ X{a}X)

Il minimo punto fisso di F,. cioé la soluzione minima di
X =F (X) ¢ dato da:

L= 2 Fi)
= F,(6) + F,(F,#) + F,(F,(F,(p)) + .....

= {a}+ ({a}+ {aD+ ({al+ ({a}+ {aD) + ...
= {a} )

Notiamo che anche {a, b}, ad esempio, € punto fisso di Fl in
quanto:

F,({a,b}) = {a}+{a, b}= {a, b}
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e che in effetti L, = {a}C {a, b}

12.10. Grammatiche come equazioni fra linguaggi

Riprendendo le osservazioni fatte alla fine del paragrafo 12.5 no-
tiamo come i simboli non terminali di una grammatica rappresentino
quelle che avevamo chiamato “‘categorie sintattiche”, cioé insiemi di
stringhe che hanno una caratteristica comune rispetto alla sintassi del
linguaggio. Sipuo allora pensare che con un non terminale si indichi un
linguaggio. Ogni produzione poi esprime una relazione tra tali linguaggi
che ne precisa la struttura in termini di concatenazione di altri linguag-
gi e simboli terminali. Nell’Esempio 12.12 il non terminale E rappre-
senta I'insieme delle espressioni, T Iinsieme dei termini e la prima pro-
duzione E—> E+ T indica che le espressioni possono essere formate da
una espressione seguita dal simbolo +, seguita da un termine. Se con-
sideriamo il simbolo + come rappresentazione del linguaggio {+} po-
tremo dire che ogni produzione determina una equazione tra due lin-
guaggi, ciascuno ottenuto per concatenazione di altri linguaggi: E=E+T.
Se pill produzioni hanno la stessa parte sinistra, allora si formerd un’uni-
ca equazione che ha sulla destra 'unione delle parti destre, ad esempio
alle produzioni

€- aCA |bCB
corrispondera I'equazione
C = aCA + bCB

Ad una grammatica (libera) completa corrisponde quindi un siste-
ma di equazioni tra linguaggi sull’alfabeto dei simboli terminali. in cui
Te variabili sono i simboli non terminali della grammatica.

A questo punto ¢ naturale chiedersi che relazione vi sia tra il lin-
guaggio generato da una grammatica e le soluzioni del corrispondente
sistema di equazioni.

Consideriamo pertanto una grammatica libera G = (V, T, SgP)
esia V-T= {85, 8,5, S, } T'insieme dei simboli non terminali. As-
sociamo a ciascuno di questi il linguaggio S, da essi generato:

‘_Si= {wleT*,sifgw]

e e e e
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che costituiscono I'insieme dei linguaggi definito da G.
Tra qhesti, il linguaggio L(G) ¢€ naturalmente go. La risposta al
nostro quesito ¢ data dal seguente teorema:

Teorema 12.9.1.

L’insieme dei linguaggi generato da una grammatica libera & la so-
luzione minima del corrispondente sistema di equazioni.

Dimostrazione. Che i linguaggi S, costituiscano una soluzione risulta
direttamente dalla loro definizione. Per far vedere che ¢ la minima os-
serviamo che per ogni produzione S,»> B di G deve esistere nel siste-
ma una equazione del tipo S‘l = g+t per qualche termine t. Da tale
equazione si ricava quindi la disequazione S; D . Consideriamo ora
una parola w tale che S, > B~ ...~ w. Sivede subito (per induzio
ne) che effettuando sostituzione di disequazioni corrispondentemente
all’applicazione di produzioni, si ottiene che 5,282... Dw e quin-
di che ogni linguaggio soluzione per S,, visto che deve soddisfare tut-
te le disequazioni, deve contenere w. Questo deve valere per ogni w
tale che Si£> w, equindi §; 2 S,. "

Problemi

1) Definire le grammatiche regolari che generano:

a) identificatori di lunghezza arbitraria che iniziano con una lette-
ra (come in ALGOL)

b)identificatori lunghi al piu sei caratteri e che iniziano per I, J,
K, L, M o N (come le variabili intere in FORTRAN)

c) le costanti reali come in PL/1 o FORTRAN, ad esempio — 10.8,
3.14, 3., 5.5 E-10.

2) Sia G una grammatica con produzioni del tipo A - wB op-
pure A+ w, con A,BE (V-t) ¢ we T*. Dimostrare che L(G)
¢ un linguaggio tipo 3.

3) Descrivere il linguaggio generato dalle produzioni:
a) S » aAS/a

A = SbA/SS/ba
b) S = bSS/a.
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4) Per ognuna delle seguenti grammatiche dare U'albero di deriva-
zione, se esiste, per le parole: aab, abcd, aabb

Gl: S-> aSISblalclcd
G2: S~—+ AB

A - aalaA

aB—» a

B -+ bed

AB - aB

5) Definire le grammatiche libere che generano:

a) tutte le possibili sequenze di parentesly bilanciate

b) le istruzioni di assegnamento in FORTRAN

¢) {a™b" ¢™ Im,n> 0}

d)tutti i numeri naturali divisibili per 4 ¢ rappresentati nella no-
tazione binaria

¢) come caso d) ma i numeri rappresentati in notazione decimale.

6) Dimostrare che il linguaggio generato dalla grammatica dell’E-
sempio 12.6 ¢ {a"b"c"I n=1}.

7) Definire le grammatiche tipo 1 che generano:

a) {wwlwe {a, b}
b) {wlw € {a, b, cl e w contiene lo stesso numero di
a,bec}

8) Dimostrare che ogni linguaggio tipo 1 & ricorsivo.

9) Descrivere una rappresentazione di una grammatica libera su al-
fabeti V e T con una stringa di caratteri. E’ possibile dare una gram
matica libera che generi tutte e sole le stringhe che rappresentano gram
matiche libere?
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Abbiamo visto come i linguaggi regolari, su un alfabeto A, sono i
sottoinsiemi di A* generati da grammatiche regolari. In questo capi-
tolo discuteremo altri modi per rappresentare questi linguaggi attraver-
so il formalismo delle espressioni regolari, gli automi a stati finiti deter-
ministici e quelli non deterministici. Infine mostreremo la completa e-
quivalenza di queste rappresentazioni dimostrando la seguente catena di
implicazioni:

gram. reg. -+ espr. reg. » automa non det. - automa det. - gram.reg.

13.1. Le espressioni regolari

Le espressioni regolari su un alfabeto A= {a , a,,....., a  } costi-
tuiscono un formalismo per la rappresentazione di linguaggi allo stesso
modo in cui le MdT e il formalismo di Mc Carthy sono formalismi per
rappresentare funzioni.

Per descrivere la sintassi di tale formalismo, possiamo servirci sta-
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volta di una grammatica, che, come si vede, ¢ di tipo 2:
G=({E}u T, T, E,P) dove
T=1({x¢,+, %) (U A

e P ¢ costituito dalle produzioni:

E - (E+ E)I(E-E) I(E)*
E*)\Id&lallaz\ ..... la

Il linguaggio generato da questa grammatica costituisce I'insieme
delle espressioni regolari sull’alfabeto A.

Esempio 13.1. Sono espressioni regolari sull’alfabeto A = {a, b}:
1) (a-b)
2) ((a-a) + b)
3) (¢ + ((@)*-b))

Per semplificare la scrittura adottiamo la convenzione di dare pre-
cedenza nell’ordine agli operatori *, -, + in modo di evitare qualche

parentesi, di sottintendere il - e di indicare e ..... e con e". Scrive-
remo quindi: n volte

1) ab

2 a®+ b

3') ¢ + a*b

La semantica di una espressione regolare e ¢ il linguaggio L(e)
ottenuto in base alle seguenti regole.

Ligl =9
LAl = {a}
Lla;] = {a;}

Lle,+ ¢,1= Lle, 14 Llc,]
Lle,-e,]1=1Lle, ] Lle,]
Lle*] = Lie]*

Esempio 13.2. Per le espressioni dell’'esempio precedente:
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1) Llab] = Llal.L[bl = {a}.{b}= {ab}
2) Lla*+ bl = L[a*] + L[b] = {aa}+ {b}= {aa, b}
3) Llp+a*bl=¢ + {a} {b}= {b, ab, a®b, a’b,.....}

Sulle espressioni regolari si possono dimostrare alcune proprieta di
tipo algebrico che qui riportiamo:

@ e le,+e)=¢e+ee, (8) (e, +e)e,=ce,tee
(b) e, +le,+e)=(e,+e,)te, (h) ¢*=2

(c) e (e,e,)=1(ee,)e, (i) e*+ e=e*

(d) ex=2e=¢ G) (e*)* = e*

(e) ge=ep=29 (k) (e, + g, )*= (¥ )

(f) e+e=c¢e (1) et+top=c¢e

Si osservi pero che queste identitd non riguardano le espressioni
ma i linguaggi che esse rappresentano, analogamente a quanto avviene
nel formalismo delle MdT dove si possono avere MdT diverse (sintatti-
camente) che calcolano la stessa funzione (e quindi “‘semanticamente’’
uguali).

13.2. Relazione tra espressioni regolari e grammatiche regolari

Data la particolare forma delle produzioni di una grammatica linea-
re destra, il sistema di equazioni ad esso associato risulta di tipo lineare,
cio¢ ha la seguente forma:

In" ' n

(1)
Xo= Ago+ AL X+ A X, + o+ A X

X, = Ayt AL X+ AL X+t ALX

Ora ci occuperemo quindi di sistemi di questo genere cercando
dapprima un metodo per risolvere I'’equazione lineare:

2) X=AX+B ?

dove A e B sono linguaggi noti.
La risposta ci viene data dal seguente
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Teorema 13.2.1.
La soluzione minima dell’equazione (2) ¢ data da
X = A*B
Dimostrazione, La soluzione minima dell’equazione ¢ il minimo punto
fisso della funzione
F(X)= AX + B
e quindi ¢ data, in base al teorema 12.8.1, da:
L=z Fl)
1=1
Vediamo che:

F'(¢)=B
F*(¢) = F(F($)) = B+ AB= (A + A)B
F*(¢) =B+ A(B+ AB)=B + AB+ A’B=(A+A+A*)B

T Fig)= (A+A+A*+ ...) B = A*B .
i=1

Teorema 13.2.2,
Se X\ ¢ A la soluzione dell’lequazione (2) & unica.

Dimostrazione. Se N & A, per ogni altra soluzione L si ha che
L € A*B = L e quindi, poiché quest’ultima & quella minima, si avra
che L= A*B. Infatti, se we L e |wl=k; siccome abbiamo che

L=AL+ B si avra che
L=AAL+ B)+ B=A’L+ AB+ B

e ripetendo k volte queste sostituzioni otteniamo
L=A'"L+ A*B+ AK'B+ ...+ AB+ B

Se A ¢ A, allora tutte le stringhe di A¥*X hanno almeno lun-

ghezza k + 1.
Percid, se w € L deve essere che w € A'B per qualche i
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k=i= 0, e quindi w€ A* dato che A'BC A*B. =

Se la condizione A € A non ¢ soddisfatta, A*B ¢ comunque la
soluzione minima (teorema13.2.1) ma anche L = A*(B + C) ¢é una so-
luzione, qualunque sia C, e quindi si hanno infinite soluzioni.

Vediamo ora come si risolve il sistema (1).

Ricaviamo X, dalla prima equazione sfruttando il teorema 13.2.1:

X, = Apot AL AR A A L +A AN A DX+ H(AFA AR A X

In tal modo otteniamo un sistema di n—-1 equazioniin n-1 va-
riabili.

Possiamo percio iterare il procedimento fino ad ottenere una espres-
sione senza incognite per il linguaggio X . Le espressioni per X ,..,X
si ottengono poi per sostituzione™.

n-1

I linguaggi soluzione minima di un sistema lineare sono quindi ot-
tenuti dai linguaggi coefficienti Aij per mezzo di operazioni di +, . e *.
Possiamo percio affermare che

Teorema 13.2.3.

I linguaggi generati da grammatiche regolari sono rappresentabili
mediante espressioni regolari.

Dimostrazione. Da quanto detto, se i linguaggi coefficienti di un siste-
ma lineare possono essere rappresentati mediante espressioni regolari,
cid sard vero anche per i linguaggi soluzione minima. Nel caso di un si-
stema associato ad una grammatica regolare questi sono o simboli ter-
minali o ¢, quindi tale condizione & soddisfatta. Pertanfo il linguaggio

(*)  Si pud dimostrare (vedi Appendice) che la soluzione cosi ottenuta & proprio quella
minima.
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generato dalla grammatica, che ¢ il linguaggio corrispondente al simbo-
lo iniziale della grammatica nella soluzione minima del sistema a que-
sta associato, € rappresentabile mediante una espressione regolare. =

Osserviamo infine che se A ¢ A;;. allora la soluzione del sistema
lineare (1) ¢ unica in quanto ad ogni passo del procedimento ci ritro-
viamo con sistemi lineari in cui i coefficienti delle variabili non conten-
gono A e quindi vale la condizione di unicita del teorema. Questa con
dizione ¢ chiaramente soddisfatta nel caso il sistema sia quello associa-
to ad una grammatica lineare.

Esempio 13.3. Dalla grammatica G = ({X, Y, a, b}, {a, b}, X, P) do-
ve P sono le produzioni:

X—+aX IbYla
Y - bX IbY Ilb

si ottiene il sistema:

X=aX+bX + a
Y=bX+bY+b

Ricaviamo Y dalla seconda equazione e sostituiamo nella prima:
Y =b*¥bX + b)
X ={(a+ bb*b)X + a + bb*b

Quindi abbiamo che
X =(a+ bb*b)*(a + bb*b)

¢ I'espressione che rappresenta il linguaggio generato da G.

Procedura di riconoscimento

se essa apparfiene o no ad € si € gia accennato,
¢ possibile risolvere questo proble
to sia generato da una grammati

meno potente. Ora, com e, vogliamo vedere

erto linguaggio.
i«qualvolta il linguaggio assegna-
dal contesto o da un’altra
&.in generale che ca-
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ratteristiche deve avere una tale procedura iniziando con una descrizio-
ne\molto semplice.

on un discorso molto approssimativo possiamo dire che una ta
proced\ra deve in un qualche modo esaminare uno dopo I’altro i cafat-

teri che §

ma”. Il modello cdgsiste di un dispositivo di controllo, £on un numero
finito di stati, una téstina di lettura e un nastro infinifo diviso in celle
Fig. 13.1. La stringa di\ingresso & scritta sul nastro
ogni cella, con il carattery iniziale a sinistra, e tut#e le altre celle a de-

stra della stringa contengony il carattere bianco/All'inizio del riconosci-
mento, la testina ¢ posizionala

On un carattere per

sul carattere ipfziale e il controllo & nel-
lo stato iniziale.
attere chfe

Supponiamo che ad ogni ca si legge corrisponde un pas-

so del funzionamento della procedd a cosa piu semplice che viene
Successivo ad uno considerato con
sista nella lettura del carattere succgssi%o (il nastro viene esaminato da

sinistra a destra) e nel passaggio

in mente & di prescrivere che il passo

afl un al¥o stato, determinato da una
funzione di transizione esplicita
nita per ogni coppia (stato, cgfattere). Esami
gresso 'automa si arresta e 4
rola appartiene o no al li
Questa descrizioneffa subito pensare alle Macchine di Turing, ma

ci sono delle differenge che, come vedremo, rendonoguesto tipo di au-
toma meno potentef La differenza fondamentale sta nel fatto che un
automa pud solo Jeggere dal nastro di ingresso e non pud
lizzando cioé cgfme una memoria esterna illimitata.

ente asseggata e, naturalmente, defi-
ata tutta la stringa in in-
seconda del suo sbato decideremo se la pa-

criverci uti-

e e quello finale sono contrassegnati rispettivamente con una frd
con un cerchio.
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APPENDICE 2

Diamo qui la dimostrazione del fatto che un sistema di equazioni
pud essere risolto col metodo della eliminazione di variabili.

Teorema A2.1. Consideriamo il sistema di equazioni del tipo:

X, = Fl(xl, X,)

(0

X, = F2(xl, x2)

con Fl e F2 continue. Indichiamo con H(x,) il m.p.f. di F (x,, xz)
rispetto ad x, . Il sistema 1) ha la stessa soluzione minima del sistema:

Jx, = H(x,)

(2)
lx, = F,(H&,), x,)

Dimostrazione. H(x,) é continuo per la continuitd dell’operazione di
m.p.f. e per la continuita di F, rispetto al suo secondo argomento.
Inoltre, per definizione, per ogni valore a di x,, H(a) ¢ il m.p.f di
F (x,, a) e quindi H(a) = F] (H (a), a).

Sia Ez il mp.f. di F,(H(x,), x,)ex, =H(x,). Sempre per de-
finizione di H si ha che

F,(%,, %)= F,(HE,), ,) = H®,) = X,
e per la definizione di X,

F, &,

X )=F,(H(x,), X,) =%,
Quindi (x,, X,) & anche soluzione del sistema 1).

Sia ora (x}, x} ) un’altra soluzione di 1). Mostriamo come
(X, %) E (X, x))

Per definizione H (x}) ¢ m.p.f. di F, (x

o x; ) quindi

(*) H(x}) c x|

dato che x| = F (x, x/) ed ¢ percio punto fisso di F_(x, , x_).
1 1 1 2 p 1 1 2
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Poniamo G (x,) = F,(H(x,), x,). Quindi X, = U G' ().
i=1
Mostriamo per induzione su i come
(=) G(g)C x,
Per i = 0 ¢ ovviamente ¢ C x,. Supponiamo che G(¢) C x) per
nalche i. Essendo G continua e quindi monotona si ha:

G*(¢) EG(x}) = F,(H(x}), ) € F,(x,, x,) = x,

Quindi la (**) ¢ vera e questo implica che Xz x;. Infine per la mono
tonicita di H e per la (*)

X, =H(,)c HK,) cx .

Teorema A2.2. 1l sistema 1) ha la stessa soluzione minima del sistema:

{xl F (x,, F,(x,,x,))

XZ = F2()‘1’ X?)

La dimostrazione & ovvia.




