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Esercizio 1

(a) La matrice A ha un cerchio di Gerschgorin C; di centro n? e raggio

n—1, un cerchio Cs di centro 2 e raggio 1, un cerchio Cs di centro 3 e raggio
1, ..., un cerchio C,,_; di centro n — 1 e raggio 1. Il cerchio C; & disgiunto
dall’unione U degli altri cerchi, quindi in esso ci sta un autovalore reale. Per
n > 3 la matrice ha predominanza diagonale in senso stretto, quindi € non
singolare.

(b) 1l raggio spettrale di A coincide con 'autovalore che sta in C7, quindi
n? —n+1< p(4) < n?+n—1, mentre |A|yin coincide con il modulo di
uno degli autovalori che stanno in U, ed & minore di n? — n + 1. Quindi
a=n>—n+lef=n’>+n-—1.

(¢) Per n =3 la matrice B ha un cerchio di Gerschgorin C; di centro 9 e
raggio 5, un cerchio Cy di centro 2 e raggio 1/2 e un cerchio C3 di centro 3 e
raggio 1/3. Quindi i tre cerchi sono disgiunti e i tre autovalori di B risultano
tutti reali e distinti. Per n > 3 la situazione rimane la stessa: C; ha centro
n? eraggio 2+3+...+n—1=n(n—1)/2—1 e gli altri cerchi sono disgiunti
fra di loro. Anche C & disgiunto dagli altri, infatti il piu vicino & quello con
centro n — 1 e raggio 1/(n — 1) e non interseca Cf.

(d) Le matrici A e B sono simili per ogni n, quindi hanno gli stessi auto-
valori, tutti reali e distinti. Percio A ¢ diagonalizzabile.

Esercizio 2
(a) La matrice ha predominanza diagoale in senso stretto per a > 2.
(a) La matrice ha predominanza diagonale in senso stretto per |a| > 2.

(b) La matrice di iterazione del metodo di Jacobi &

1 0o 1 -1
J=—1| -1 0 1
L1 -1 0
Il suo polinomio caratteristico ¢
3\
J)=-\ - .
p( ) a2

J ha un autovalore reale Ay = 0 e due complessi coniugati Ao = z'\/g/a e
A3 = —Xao. Ep(J) = |\ = V3/|a| e p(J) < 1 per |a| > /3. Quindi per
V3 < |al < 2 il metodo di Jacobi & convergente anche se la matrice A non
ha predominanza diagonale in senso stretto.
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P=| 0 a O -1 0 1
-1 0 « 0 -1 0
1
, 0 7+0‘2 0
1 a 0 — 0 1 0 1 1+« 1
P= s 0 14+a2 0 -1 0 1|=1| = 0 -
ata 0 a 0 -1 0 00‘ 1-a ‘8‘
1+ a?

Il polinomio caratteristico di P &

—-A

p(P) = oo (14 a?)A\? +2).

P ha un autovalore reale \; = 0 e due complessi coniugati Ay = iv/2/v/1 + o2
e X3 =X Ep(P)= |\ =v2/V1+a2ep(J)<1per|a|>1. Per tali
« il metodo converge.

Esercizio 3
(a‘) E$0:—2, 1131:0, x2:17 f(xg):2, f(Il):O, f(‘TQ):OGSiha

1
p(r) = 5 (o )
(b) E
%(m2+2m) per x <0
r(z) = f(z) —p(z) =
2, 9

§($ —xz) per x>0

quindi |r(z)| coincide con la parabola —2(2? + 22)/3 per —2 < z < 0 e
coincide con la parabola —2(z? — z)/3 per 0 < z < 1. Il massimo viene

assunto dalla prima parabola nel punto di mezzo del primo intervallo, quindi
vale 2/3.



