Soluzione della prova scritta
di Calcolo Numerico del 3/7/2013

Esercizio 1
L’errore inerente ¢ dato da

3z
41"

€in = Cp€z, dove ¢ =

¢; € limitato in un intorno sinistro di 0 ma non ¢ limitato in un intorno
destro di —1, poiché lim,_, 1, |c;| = +00. Dunque il calcolo di f(x) ¢ mal
condizionato per x vicino a —1.

L’errore algoritmico del primo algoritmo e

€alg, = e® 1@ 4 36(1),

dove €M) & Ierrore locale del calcolo di z 41 e €@ e €® sono gli errori locali
del calcolo delle successive potenze. Pertanto

|6alg1 | < 5U,

e il primo algoritmo risulta stabile per ogni valore di x nell’intervallo asse-
gnato.
L’errore algoritmico del secondo algoritmo &

2
e @z 43y g (@43)2” o)
Calg, = €7 F (x +1)3 (6 T (aH—?))ac+3(6 te ))’

dove €M) & Ierrore locale del calcolo di z + 3 e gli altri e peri=2,...,5
sono errori locali di moltiplicazioni e di addizioni, alternativamente. Quindi

1:+3)a:+3)x‘ ‘(x+3)x2D'

|€alg, | <u(1+2‘(( 1) 1)

Nell’intervallo considerato ¢ x < 0 e z4+1 > 0, e ((z+3)z+3)z = (z+1)3—1 <
0, si ha

2 6|z|
€ <u<1+7— z+3)x+3)r+(x 3x2):u<1 )
Il secondo algoritmo & instabile in un intorno destro di —1. Per z in un
intorno sinistro dello 0 & |z] ~ 0 e |z + 1> ~ 1 e la maggiorazione del
secondo algoritmo risulta inferiore a quella del primo. Nella zona intermedia
& comunque preferibile usare il primo algoritmo.



Esercizio 2
a) Poiché 1+ k # 0, 'equazione z = g(z) & equivalente alla

(1+k)z=e"+kx, cioealla z=e",

che non dipende da k. Per x < 0 il primo membro e negativo e il secondo
& positivo, quindi non vi sono soluzioni negative. Per 0 < z < 1/2 il primo
membro & minore di 1/2 e il secondo & maggiore di e /2 = 1/,/e > 1/2,
quindi non vi sono soluzioni comprese fra 0 e 1/2. Per x > 1 il primo
membro & maggiore di 1 e il secondo & minore di e™! = 1/e < 1, quindi non
vi sono soluzioni maggiori di 1. Nell’intervallo indicato le due curve y =z e
y = e~ % si incrociano una volta sola.
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b) Sia « la soluzione. E e @ = o, quindi

—a+k
1+k

—e T +k
1+k

g'(x) = g'(a) =
Sek=aeg(a)=0,80<k<aedg(a)<0elacondizione sufficiente di
convergenza locale risulta a —k < 14k, se k > o ¢ ¢’(a) > 0 e la condizione
sufficiente di convergenza locale risulta k — a < 1 + k. Quindi le condizioni
di convergenza sono verificate in ogni caso. Se k = a ’ordine di convergenza
sarebbe 2, altrimenti 1.

¢) Nelcaso k =0¢ ¢ (a) = —a < 0. La convergenza ¢ alternata. As-
sumendo g = 1 si ha 21 = e~ ~ 0.3679 che non appartiene all’intervallo
[1/2,1], ma zy = ¢~ 936™ ~ 0.6922. Quindi il metodo converge a partire da
zo = 1 con ordine 1.

Nel caso k =1 ¢ ¢'(a) = (1 — a)/2 > 0. La convergenza ¢ monotona.
Assumendo 29 = 1 si ha #1 = (1 +e71)/2 ~ 0.684. Quindi il metodo
converge a partire da g = 1 con ordine 1.

Esercizio 3

E
]l = 1 — 2] + [2]lc >0 perogni @ R,
e
|lz|| = |x1—x2|+]||x]|c = 0se e solo se |z1—z2] =0e ||x|o =0, cioe x =0,
la|| = Ja(z1 — z2)| + [laz] oo = |al (|21 — 22| + [#]lo) = |0 [l]],

ety = [z1+y1—z2—gal+e+ylloo < |z1—z2|+y1 =12+ Z/lcotYllco = Il +]yll.
Nel caso n =2 si ha ||x|| = |z1 — 22| + max{|z1], |z2|}.

Nel primo quadrante

se x1 > xg e ||x|| =221 —xe = 1 per zg = 221 — 1,

sexy <xg e x| =222 — 21 =1 per o = (z1 +1)/2,



Nel secondo quadrante
se —x1 > x3 e ||x|| = xo — 221 = 1 per z9 = 221 + 1,
se —x1 < x9 e ||x|| =21 — 229 =1 per x93 = (x1 — 1)/2.
Negli altri quadranti si opera in modo analogo, o si sfruttano le simme-
trie. La figura che risulta e la seguente

e

Esercizio 4
La matrice A non ha predominanza diagonale, quindi non si puo utilizzare la
condizione sufficiente di convergenza del metodo di Gauss-Seidel basata sulla
predominanza. Costruiamo quindi la matrice di iterazione di Gauss-Seidel
-1

1 0 0 0 0 -1 —1 -1
Cm i | 1/4 100 0 0 -1 -1
G=D=-B)C=1 1/4 1 0 00 0 -1
0 0 1/4 1 00 0 0

1 0 0 0 0 -1 -1 -1

| —1a 1 0 0 0 0 -1 -1

| 116 -1/4 10 00 0 -1

—~1/64 1/16 —1/4 1 00 0 0

0 -1 ~1 ~1

0 1/4 —3/4 —3/4
0 —1/16 3/16 —13/16
0 1/64 —3/64 13/64

Il polinomio caratteristico di questa matrice e

41 1
_ RV TS U C B v
p(A) =det(G — AI) = A 64>\ + 16)\
41 — 3v73 41 + 3v73
Gli autovalori di G sono A\jg2 = 0, A3 = ————, M = ;

128
Fra A3 e A4, quello di massimo modulo & A4 ~ 0.52. Quindi il metodo di
Gauss-Seidel & convergente.



