Soluzione della prova scritta di
di Algebra lineare del 4 febbraio 2015

Esercizio 1

(a) Usando il metodo di Gauss, per i quatto sottospazi proposti si ha:

2 -1 2 0
dim S(A) =rankA=rank | 0 -1 -2 -2 | =2,
0 0 0 O

e una base ¢ I'insieme formato dalle prime due colonne di A:

{[2, =2, —2]",[-1, 0, 1] };

-4 3 1 2
dim S(B) =rankB=rank | 0 1 3 2 | =2,
0 00 O

e una base e l'insieme formato dalle prime due colonne di B:

{[—4. 4, 2]7,[3, -2, —1]7};

-2 2 3 2
dim S(A+ B) =rank(A+ B) =rank | 2 -2 -2 -2
0O 0 -1 0
-2 2 3 2
= rank 0 0 1 0] =2
0 0 0O
e una base e l'insieme formato dalla prima e dalla terza colonna di

A+ B:
{[-2, 2, 0)7,[3, =2, —1)"};

S(A) + S(B) & generato dai vettori dell'unione delle basi di S(A) e di
S(B), quindi

2 -1 -4 3
dim (S(A)+ S(B))=rank | -2 0 4 =2
-2 1 2 -1

2 -1 —4 3
=rank | 0 -1 0 1 | =3,
0 0 -2 2

e come base si puo prendere una qualunque terna di vettori linearmente
indipendenti di R3.



(b) Si osservi che S(A) + S(B) = R3, e che dim S(A + B) = 2.

(c) Sideve dimostrare 'inclusione S(A+B) C S(A)+S(B). Siay € S(A+
B), allora esiste x € R" tale che y = (A+ B)x = Az + Bx = y, + vy,
dove y; = Ax € S(A) e yy = Bz € S(B). Dunque y € (S(A) + S(B).

Esercizio 2

(a) Si ha infatti

2

-1 2 -1 00 0
(A-I)?=| -1 2 -1 | ={0 0 0
-1 2 -1 00 0

(b) Se si espande il quadrato di A — I nella relazione verificata al punto (a)
si ottiene:

(A-I)?=A2-A-A-TP=A* 244+ T1=AA-21)+1=0,

e quindi A(A —2I) = —1I. Se ne deduce che A & invertibile e

2 -2 1
Al=2I—A=1|1 -1 1
1 -2 2

(c) Se si usa il metodo di Gauss-Jordan si ottengono le seguenti matrici

aumentate:
0O 2 —-1/1 0 O -1 3 —-1/0 1 O
-1 3 —-1|10 1 0], 0O 2 —-1/1 0 0],
-1 2 0|0 01 -1 2 010 0 1
-1 3 —-1|/]0 1 O 1 3 -1 0 1 0
0 2 —-1/1 0 O 2 -1 1 0o 0|,
o -1 1|0 -1 1 0 1/2 1/2 -1 1
-1 0 1/2 —3/2 1 O 1 0 1 —3/2 1 0
0o 2 -1 1 0 O 2 0 2 -2 21,
0 O 1/2 1/2 -1 1 0 1/2 1/2 -1 1
-1 0 O 1 002 -2 1
0o 2 0 01 0|1 -1 1
0 O 1/2 1/2 —1 00 1]1 -2 2

Esercizio 3



(a) Per calcolare il polinomio caratteristico di A si puo applicare ripetuta-
mente la regola di Laplace alla matrice A — \I:

- 0 1 0
-2 0 0
p(A) = det (A — AI) = det 0 0 -\ 1

-A 0 0 1 =\ 0
=-Adet | 0 =X 1 |[+det| 0 0 1 |=X-1.
1 0 =\ 0 1 =\

Gli autovalori sono le quattro radici quarte di 1: A\ =1, Ao =i, A3 =
—1, Ay = —i. A ha quattro autovalori distinti, e quindi ¢ diagonaliz-
zabile.

(b) A+ I ha autovalori u; = \; + 1, ¢ = 1,...,4: sono distinti, quindi
anche A+ 1 e diagonalizzabile. Senza fare riferimento agli autovalori si
puo osservare che una trasformazione che diagonalizza A diagonalizza
anche A+1: infatti, se S & la matrice che rappresenta la trasformazione
si ha

STHA+I)S=S"1AS+S71S=D+1,

con D diagonale.
(c) Ragionando come al punto precedente, se S~1AS = D si ha:
ST1A%S = ST1ASSTAS = D2
Poiché D? & diagonale, A% ¢ diagonalizzabile.

(d) (facoltativo) E

0001
> |00 10
A=1o0100|

1000

che & diagonalizzabile, essendo simmetrica. Tuttavia il fatto che A2
sia diagonalizzabile non implica, in generale, che A lo sia. Ad esempio

la matrice
01
=[5 o)

non ¢ diagonalizzabile perché ha soltanto autovettori della forma [0, a7,
con a € R, a # 0. Perdo B% = O ¢ diagonalizzabile (& gia diagonale).

Esercizio 4



(a) I coefficienti del polinomio di interpolazione p(x) sono la soluzione a del
sistema Va = f, dove

1 -1 1 1
V=1|1 1 1], e f=1] 1
4 2 1 k

La matrice aumentata iniziale del sistema ¢

1 -1 1]-1
VIifl=11 1 1] 1|,
4 2 1|k

da cui, con il metodo di Gauss si ottiene

1 -1 1] -1
o 2 ol 2 |,
0 0 3|k-2

e, sostituendo all’indietro, a = [(k — 2)/3, 1, (2 — k)/3]", e quindi
p(x) = %mﬁ +x+ %

(b) Con la formula di Lagrange si calcolano direttamente i valori

_ (O—2)(0—z9) 1
Lo(0) = (xo — x1) (g — 22) 3’
(0= 20)(0—22)

L1(0) = (z1 — @0) (21 — x2) b

_ (0—2)(0—ay) 1
L2(O) N (xg — :L'())(:L'Q - 1’1) B 3’

dai quali si ottiene
pm):—y%+4.1+km—%y:3§5

che coincide con il termine noto del polinomio trovato al punto (a).

(c) Si osserva che la funzione f(z) assume nei nodi z; i valori gia utilizzati
ai punti (a) e (b), con k = 2+log 2. Quindi si ottiene immediatamente
dai punti precedenti p(0) = —log 3.



