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Capitolo 1

SPAZI VETTORIALI

In matematica si incontrano spesso insiemi di elementi su cui sono defi-
nite delle operazioni che godono di particolari proprieta. E molto impor-
tante individuare quali fra queste proprieta sono caratterizzanti, cioeé sono
necessarie e sufficienti per ottenere certi risultati generali. Si ottengono cosi
delle strutture algebriche definite mediante operazioni che soddisfano certi
asstomi. Le principali fra queste strutture sono, in ordine di complessita
crescente, i gruppi, gli anelli, i campi e gli spazi vettoriali. In questo capi-
tolo ci occuperemo di questi ultimi.

Uno spazio vettoriale € definito su un campo di numeri, i cui elementi
vengono chiamati scalari. Si assumera qui che questo campo sia quello
dei numeri reali (ma potrebbe anche essere, ad esempio, quello dei numeri
complessi).

1.1 Definizione di spazio vettoriale.

Sia R il campo dei numeri reali e sia V' un insieme su cui sono definite
due operazioni: un’operazione di addizione che associa ad ogni u, v € V la
somma u+v € V e un’operazione di moltiplicazione per scalare che associa
ad ogni u € V e ogni a € R il prodotto au € V. Se valgono le seguenti
proprieta:

(1) perogniu, v, weVe(u+v)+w=u+(v+w),
(2) esiste in V un elemento O tale che u+ 0 = u per ogni u € V,
(3)  per ogni u € V esiste in V' un elemento, indicato con —u tale che

u+ (—u) =0,

(4) perogniu, veVeu+v=v+u,

(5) perogniu, veVea, feRea(u+v)=au+av,

(6) perogniueVeca, feRe (a+ f)u=au+ fu,

(7) perogniueVeca, fe€Re (af)u=a(fu),

(8) perogniu€eV &1l u=u,dove con 1 siindica I'unita di R,
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si dice che V' & uno spazio vettoriale (su R). Gli elementi di V' sono gene-
ralmente chiamati vettori. Vale anche, come conseguenza delle precedenti,
la proprieta:

(9) perogniueV e u=0, dove con 0 si indica lo scalare 0 di R.

1.2 Lo spazio R".

Uno spazio vettoriale molto importante e R", cioe I'insieme delle n-uple
x = (r1,%2,...,%,),doven > 1euninteroe z; € Rperi=1,...,n. Lex;
sono dette componenti. Gli elementi di R™ possono essere visti come gene-
ralizzazione delle coppie ordinate di numeri reali con cui si rappresentano i
punti del piano cartesiano. Ad esempio in R? si rappresentano i punti dello
spazio.

Y

Su R" si definiscono le operazioni di
a) addizione: z = x+Yy, con x, y € R", & I'n-upla le cui componenti sono
zi=x;+y;peri=1,...,n,
b) moltiplicazione per scalare: y = ax, con x € R" e a € R, & I'n-upla le
cui componenti sono y; = ax; per i = 1,...,n.
E facile verificare che le operazioni cosi definite soddisfano le proprieta
(1) - (8), per cui 'insieme R™ risulta uno spazio vettoriale. Percio d’ora in
poi gli elementi di R™ saranno chiamati vettori e si usera la convenzione di
scrivere i vettori per colonna, in questo modo

x1
x2

Tn
Si indichera invece con x” il vettore riga, cioe il vettore le cui componenti
sono scritte in orizzontale, in questo modo

XT: [.Tl,.TQ,...,ZCn].
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In R? si puo dare una semplice interpretazione geometrica delle ope-
razioni definite.

A 2x
X
1
72 X
Ny
V.l
- X
1.3 Dipendenza e indipendenza lineare.
Dati m vettori vq,...,v,, di uno spazio vettoriale V ed m scalari aq, ...,

Qm, il vettore
a1vy+ -+ an vy, con a; €R,

e detto combinazione lineare di vq,...,v,,. Gli a; sono i coefficienti della
combinazione. Si dice che i vettori vq,...,Vv,, sono linearmente dipendenti
se esiste una loro combinazione lineare nulla con coefficienti non tutti nulli.
m vettori che non sono linearmente dipendenti si dicono linearmente in-
dipendenti.

Per esempio i tre vettori di R3

sono linearmente dipendenti. Infatti si ha 2x +y — 3z = 0.
Se un vettore v di V' puo essere espresso come combinazione lineare di
m vettori vy, ..., Vv,, linearmente indipendenti di V', questo puo accadere in
un solo modo. Infatti se fosse
V=a1Vi+ o+ Ve =01Vt B Vi,
ne seguirebbe che

(al_51>V1+"'+(O‘m_5m)vm:07

equindi a; — B; =0peri=1,...,m.
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1.4 Base di uno spazio vettoriale.

Si dice che m vettori linearmente indipendenti vq,...,v,, € V costituiscono
una base di V' se ogni vettore v € V puo essere espresso come combinazione
lineare dei vettori della base

m
VvV = E a; V.
i=1

Si dice anche che V' & generato dalla base {v1,..., vy, }.

Una base di R" particolarmente importante ¢ la cosiddetta base cano-
nica, formata dai vettori e, ..., e,, dove

0

—_

e = < 1 — esima componente

0

Infatti si puo sempre scrivere

X1

€2
X = . = xi1€1 +X2€2 + -+ Tpe,.

In

Dato uno spazio vettoriale V non e sempre detto che esista una base
di V formata da un numero finito m di elementi. Se pero uno spazio V ha
una base formata da un numero finito di elementi, allora ogni altra base di
V' ¢ formata dallo stesso numero di elementi, come indicato dal seguente
teorema.

1.5 Teorema.

Sia V' uno spazio vettoriale e si supponga che esista una base di V formata
da un numero finito m di elementi. Allora tutte le basi di V hanno m
elementi.

Dim. Consideriamo due basi B, = {vy,...,v;,} e By, = {wy,...,w} di
V. Ogni elemento di V, e quindi in particolare i vettori w;, ¢ rappresentabile
come combinazione lineare dei vettori di B,

m
szg ajivi, per j=1,... k.
i=1
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Non e possibile che tutti i coefficienti ;1 siano uguali a 0 perché, se cosi
fosse, per rappresentare tutti i vettori di B,,, e quindi di V, sarebbero
sufficienti i vettori va,...,Vv,,, € quindi v; sarebbe linearmente dipendente
da vsa,...,Vv,,. Deve percio esistere almeno un indice r per cui a,.q1 # 0. Si
puo allora esprimere vy cosi:

1 m
vi= (WT — Zamvi), (1)
rl i—2

e Vi puo essere sostituito, nelle combinazioni lineari in cui compare, con
una combinazione lineare di w,. e di vo,...,Vv,,. Inoltre w, & linearmente
indipendente da va,...,V,,, altrimenti per la (1) v; sarebbe linearmente
dipendente da vo, ..., v,.

Abbiamo cosi ottenuto, a partire dalla base B, di V' un’altra base
{W,,va,..., vy, }. Il procedimento si puo ripetere, sostituendo successiva-
mente vettori di B,, al posto di v, vs,... I vettori di B,, che si usano per
sostituire i vettori di B, risultano diversi ad ogni passo, dovendo essere
linearmente indipendenti da quelli gia usati nelle sostituzioni precedenti.

Se per assurdo fosse m > k, ci troveremmo al termine di questo pro-
cedimento di sostituzione con un’altra base formata dai vettori
{W1,..., Wk, Vki1,...,Vim}, di cuiiprimi k costituiscono da soli una base, e
quindi gli altri m — & sono linearmente dipendenti da essi. (E anche assurdo
supporre che m < k, perché i ruoli delle due basi possono essere scambiati).

Uno spazio vettoriale V' avente una base formata da un numero finito
m di elementi si dice a dimensione finita. Si indica m = dim V. Uno spazio
vettoriale che non ha dimensione finita viene detto a dimensione infinita.

Dal teorema 1.5 discende che se V' & uno spazio vettoriale di dimensione
finita m, allora

(a) ogni insieme di m vettori linearmente indipendenti di V' costituisce una

base di V;
(b) ogni insieme di k vettori di V' con k& > m e linearmente dipendente;

(c) sevi,...,vg sono k vettori linearmente indipendenti di V' con k < m,
esistono m — k vettori viy1, ..., v, tali che Uinsieme {vq,..., v, Vii1,
..., Vi } costituisce una base di V.

La base canonica di R ¢ costituita da n vettori. Quindi n e la dimen-
sione di R"™ e ogni altro insieme di n vettori linearmente indipendenti di R"
costituisce una base.
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1.6 Sottospazi.

Un sottoinsieme S di uno spazio vettoriale V' e detto sottospazio se e esso
stesso uno spazio vettoriale.

Se S non coincide con V' (cioe se S & un sottospazio proprio), € dim S <
dim V. Se S e T sono due sottospazi di V, la somma

S+T={s+t,scS, teT}
e l'intersezione S NT" sono ancora sottospazi.

Per esempio, in R? consideriamo il sottospazio S generato dal vettore

0
S1 — 1
0
e il sottospazio T' generato dai vettori
1 1
ti1=10 e to= |1
1 1

S risulta formato da tutti i vettori le cui prima terza componente sono nulle,
mentre T risulta formato da tutti i vettori che hanno uguali la prima e la
terza componente. Quindi dim$S = 1 e dim7T = 2. E facile vedere che
S+T=Teche SNT =S5.

1.7 Somma diretta.

Uno spazio vettoriale V' e detto somma diretta di due suoi sottospazi S e T

se
V=S+T e SNT={0}.

Siindica di solitocon V=5 T.

1.8 Teorema.
EV =S8&T se e solo se ogni elemento v € V' puo essere espresso univoca-
mente con la somma

v=s+t, seS teTl.

Dim. Sia V =S®T esiav € V. Se si potesse esprimere v=s+t =5+t,
cons#Set#t,sarebbes—s=t—t € SNT ={0} e quindi dovrebbe
esseres=Set =t.
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Viceversa, supponiamo che per ogni v € V esistano unicis € Set e T
tali che v=s-+1t. Quindi V C S+ T. D’altra parte S e T sono sottospazi
di V, quindi VO S+ T. Ne segue che V =S+ T. Se per assurdo esistesse
un w € SNT, con w # 0, avremmo anche v = (s + w) + (t — w), con
s+w e Set—w €T evnon sarebbe espresso in modo unico come somma,
di un vettore di S e di uno di 7. .

1.9 Teorema.

SeV =85&T, allora

dimV =dim S + dim 7. (2)
Dim. Sia {si,...,s,} una base di S e {t;,...,t,} una base di 7. Dovendo
essere SNT ={0}, ivettoris;,i=1,...,pet;, i=1,...,7 sono linear-
mente indipendenti. Inoltre ogni vettore di V' =5 @ T ¢ esprimibile come
combinazione lineare dei vettori s; e t;. Quindi {sy,...,sp,t1,...,t,} € una
base di V e risulta dimV =p+r =dim S + dimT. .

In R3 il sottospazio S generato dal vettore

0
S1 = 1
1

(formato da tutti i vettori la cui prima componente ¢ nulla e che hanno
uguali la seconda e la terza componente) e il sottospazio T generato dai

vettori
1 1
t 1 = 0 (§ t2 = 1
1 1

sono tali che R® = S @ T, infatti SNT ={0}.
Se S e T sono due sottospazi qualsiasi di V, la relazione fra le loro

dimensioni e la dimensione di V' & un po’ piu complessa della (2). Si puo
infatti dimostrare che

dim(S+7) =dim S+ dim7T — dim(SNT).

Consideriamo in R? il sottospazio S generato dai vettori

S1 =

oo~
o
w
[\
|
-
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(formato da tutti i vettori la cui terza componente € nulla) e il sottospazio
T generato dai vettori

0 0
t1: 1 (§ t2: 0
1 1

(formato da tutti i vettori la cui prima componente ¢ nulla). SNT contiene
tutti i vettori aventi prima e terza componente nulle, ma non la seconda,
per cui SNT # {0}. Risulta allora R®> = S+ T # S ®T. Le dimensioni
Sono

dimS=dm7T =2, dimSNT =1, dimS+T =3.
Nel seguito ci occuperemo solo di spazi vettoriali a dimensione finita.

1.10 Prodotto scalare.

Su uno spazio vettoriale V' si puo definire una nuova struttura, quella di
prodotto scalare. Si tratta di una applicazione che associa ad ogni coppia di
vettori di V' uno scalare di R, definita in modo che siano soddisfatte certe
proprieta. Questa struttura ci permettera di introdurre concetti importanti,
come lunghezza e ortogonalita di vettori. Utilizzeremo per semplicita lo
spazio R™, ma le proprieta che studieremo valgono per qualsiasi spazio
vettoriale a dimensione finita.

Nei diversi testi di algebra lineare per il prodotto scalare di due vettori
x e y vengono usate diverse notazioni, fra cui le piu frequenti sono

X -y <X,y> xTy.

Noi useremo 1'ultima, che risulta compatibile con la definizione di prodotto
fra matrici che vedremo nel prossimo capitolo. Con la notazione usata per
i vettori riga e colonna &

Y1
xTy = [x1,..., 2]
Yn
Si definisce prodotto scalare (o interno) applicazione R™ x R™ — R, che a
due vettori x e y associa lo scalare

n
T
a=x"y=> zy.
=1
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E facile verificare che il prodotto scalare su R™ gode delle seguenti proprieta:
1. x'x >0, ed & nullo se e solo se x = 0;
2. x'y = yT'x;
3. x(ay) =axly per a € R;
4. xI(y+z)=xTy +x'z per z € R™.

Vale inoltre la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz
(x'y)? < (x"x) (y"y)

1.11 Lunghezza di un vettore.
Per analogia con quanto accade in R? e R3, la quantita

T _ (z”: x?)l/Q

i=1
viene detta lunghezza euclidea del vettore x. Dato un vettore x di lunghezza

qualsiasi, il vettore

— X ha lunghezza 1. Per la disuguaglianza di
X
Cauchy-Schwarz risulta

»

xTy]|

(x"x) (yTy)
e si puo considerare la quantita

)

xly
(x"x) (y"y)
che viene definita angolo formato da due vettori x,y € R™. E facile verifi-

care che in R? e in R? questa definizione corrisponde al concetto geometrico
di angolo, come si puod vedere nel caso di R? nella figura.

6 = arccos

y

1X

0 1
OP = cos6

\ 4
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1.12 Vettori ortogonali.
Se xTy =0, i due vettori x e y sono detti ortogonali.

Piu in generale si dice che k vettori non nulli x1,...,x; € R" sono
ortogonali se XTXj = 0 per 7 # j, e sono ortonormali se sono ortogonali

i
ed inoltre x!x; = 1, cio¢ se hanno lunghezza 1 o, come si dice, se sono

normalizzati. In questo caso si usa anche la notazione

xT

i Xj = 0ij,

dove

5 — 1 sei=yj,
Y10 seid # g,

¢ detto delta di Kronecker.

Si osservi che k vettori ortogonali sono anche linearmente indipendenti.

I vettori
x=[1,1,-1" e y=11,1,1]%,

sono linearmente indipendenti, ma non ortogonali: infatti x’y =1 # 0. I

vettori
! ! [—2, 2, 0]7
u=—x e v=—[-2, 2,
V3 V38
sono ortonormali: infatti u’u=1, vv=1eu’v=0.

Fra le diverse basi di R™ sono particolarmente importanti le basi orto-
normali, cioe quelle i cui vettori xq,..., X, sono ortonormali.

1.13 Metodo di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt.
Se del sottospazio S di R™ e nota una base x1,...,Xx, € sempre possibile

costruirne una ortonormale y1, ...,y servendosi del seguente teorema.

1.14 Teorema.

Se x1,...,x; € R™, k < n, sono k vettori linearmente indipendenti, i
vettori yi,...,¥Yk, COSl costruiti
t ! t
1=X1 y1 = 1s
NATAR!
i—1 1
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sono ortonormali.

Dim. Per ogni i il vettore y; e linearmente dipendente da x1,...,x; ed &
normalizzato. Per dimostrare l'ortogonalita si procede per induzione su k.
Per k=2¢

to=x2— (X3y1)y1 #0

e
tyy1 =x3y1 — (X3y1)y1y1 =0,
quindi yZ'y; = 0. Per k > 2, supponendo che i vettori yi,...,yr_1 siano
ortonormali, si dimostra che t;y # 0 e ortogonale a yi,...,yr_1. Infatti
se fosse tp, = 0, x; risulterebbe uguale ad una combinazione lineare degli
Y1i,...,¥k_1 € quindi degli x1,...,Xx_1, che e assurdo. Inoltre, poiché
yiyi=0 per j, i<k-1 i#j,
risulta
k—1
thyi =xtyi— Y (XLy;)y; vi =%y — (Xt yi)y. vi = 0. .
j=1

I vettori di R?
X1 =e€e1 t+€e, Xgo=e€ey+e3 Xz=e€+e3

sono linearmente indipendenti. Applicando il metodo di Gram-Schmidt si
ottengono i vettori

1 1 1
= — 1 y = — 1 5 = —
ARV, I R Y/ I VI

che costituiscono una base ortonormale di R?2.

1.15 Sottospazi ortogonali.

Sia S un sottospazio di R™. Il sottospazio
St={uecR" : ulv=0perognives}

e detto sottospazio ortogonale ad S.
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1.16 Teorema.

Valgono le seguenti relazioni
(a) SnSt={0}, (b S@St=R", (¢) dimS*=n—dimS§.

Dim. (a) un vettore x € S N S+ deve essere tale che xTx = 0, e questo &
possibile se e solo se x = 0.

(b) Dimostriamo che R® = S + S+. Se S avesse dimensione n, S co-
inciderebbe con R™ e St = {0} e il risultato sarebbe banale. Sia al-
lora kK = dimS < n e sia {s1,...,s;} una base di S. Consideriamo
una base {si1,...,Sk,Sk+1,--.,8,} di R™ e costruiamo con il metodo di
Gram-Schmidt una base ortonormale {y1,..., ¥k, Yk+1,---,Yn}. L'insieme
{y1,...,yr} costituisce una base ortogonale di S, i vettori yx41,...,¥n
sono ortogonali ai vettori yi,...,yx e quindi a tutti i vettori di S. Percio
Yitls- - Yn €ESTesex € R" ¢

n k n
X=Y aiyi=Y oyi+ > ouyi=v+t,
=1 =1 i=k+1

conv e Sete St Quindi per il teorema 1.8 e R* =S @ S+.
(c) Segue dal teorema 1.9. .

1.17 Proiezione ortogonale.

Dal teorema 1.16 segue che ogni vettore x € R™ puo essere espresso univo-
camente come somma

x=s+t,scS tecSt (3)
Il vettore s e detto proiezione ortogonale di x su S.
In R3 sia S il sottospazio generato dal vettore
x; = [0, 0, 1],

S € quindi costituito da tutti i vettori le cui due prime componenti sono
nulle, e la sua dimensione ¢ 1. Lo spazio S+, costituito dai vettori la cui
terza componente ¢ nulla, ¢ quindi generato dai vettori

xo = [1, 0, 0]7 e x3=1[0,1,0]T

e la sua dimensione e 2. La figura fornisce per questo caso l'interpretazione
geometrica della relazione (3).
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\4

1.18 Esercizi.

1. Verificare che in uno spazio vettoriale V'

a) vale la legge di cancellazione, cioé se u+v =u+w, allora v =w;
b) per ogni « € R ¢ a0 = 0;

c)perogniveVe Ov=0;

d)se av=0 & a=0 oppure v =0;

e)perognfa€c ReveVe (—a)v=a(-v)=—(av);

2. Verificare che I'insieme dei polinomi a coefficienti reali di grado mi-

nore od uguale a n ¢ uno spazio vettoriale rispetto alle usuali operazioni
di addizione di polinomi e di moltiplicazione per scalare.

3. Verificare che R™ & uno spazio vettoriale rispetto alle usuali ope-
razioni di addizione di vettori e di moltiplicazione per scalare.

4. Verificare che I'insieme S delle coppie ordinate di numeri reali non
e uno spazio vettoriale rispetto alle operazioni di addizione e di molti-
plicazione per scalare cosi definite

(x1,22) + (Y1,92) = (21 +y1, 22 + y2), a(x1,22) = (ax1,22).

5. Per stabilire se k vettori vq,...,vi di R", £ < n, sono linearmente
indipendenti si deve verificare se la combinazione lineare ayvy + -+ +
aEVvy, o; € R™, € nulla solo per a; = - -+ = ax = 0, 0 equivalentemente

se il sistema lineare omogeneo

vy + -+ oapvy =0
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di n equazioni nelle k incognite o, ..., a; ha la sola soluzione nulla.
Anche se lo studio e la risoluzione dei sistemi lineari verrano affrontati
nel Capitolo 3, per poter fin d’ora accertare I'indipendenza (o la dipen-
denza) lineare di un insieme di vettori, anticipiamo il seguente metodo
di riduzione a forma a scalini.

lo passo. Si considera la prima equazione. Se il coefficiente di «aq e
non nullo si ricava l'incognita «; (in funzione di ag,...,ax), la si
sostituisce in tutte le equazioni seguenti, e poi si prosegue al passo
successivo. Se invece il coefficiente di «; € nullo si scambia la prima
equazione con una, fra le seguenti, in cui tale coefficiente sia non
nullo, e si procede come sopra. Se cid non e possibile perché in tutte
le equazioni seguenti il coefficiente di o7 € nullo, si considera as come
incognita da ricavare e da sostituire e si procede come sopra.

i-esimo passo, ¢ = 2,.... Si considera la i-esima equazione. Sia «a; la
prima incognita non ancora sostituita nei passi precedenti. Si procede
come nel primo passo, con ’equazione i-esima al posto della prima e
a; al posto di ;.

Il metodo si arresta al piu tardi al passo n—1 (precedentemente se sono
state sostituite tutte le incognite). Sia s il numero delle equazioni che,
al termine del metodo, non risultano tutte nulle. Ovviamente ¢ s < k.
Si dimostra che s e il numero di vettori linearmente indipendenti, fra
quelli dati.

Dire se i seguenti vettori di R? sono linearmente indipendenti, usando
il metodo di riduzione a forma a scalini:

a) x;=[1,1,07, x,=1[0,1,1]", =x3=[1,0,1]";
b) x1=[1,-2,-17, x3=[-1,0,3]", x3=[2,1,-1]7;
) x1=[1,-2,-1", xo=[-1,0,3]", x3=1[1,-1,-2]".

6. Scrivere il vettore [1,2,3]7 come combinazione lineare dei vettori

a) €, €, €3;
b x1=[1,1,0", x=10,1,1]7, x3=10,0,1]T.

7. Per quale valore di « il vettore [1,2,a]’ & combinazione lineare dei
vettori [-1,1,—1]T e [0,3,1]T.

8. Dimostrare che R? & generato dai vettori

x; =[2,-1,1]7, x,=[-1,0,1]", x3=[1,3,—1]T.
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9. Dimostrare che n + 1 vettori di R™ sono linearmente dipendenti.

10. Dati due vettori vi = [1,—1,—1]T e vo = [1,1, —1]T, determinare
un vettore vs in modo che {vi,va,v3} sia una base di R3.

11. Dimostrare che S ¢ sottospazio di V' se e solo se valgono le due
condizioni

(a) S contiene lo 0,

(b) perognia,f€Reognis,teSeas+ptes.

12. Siano S e T sottospazi di V. Dimostrare che S+ 71 e SN T sono
sottospazi di V.

13. Qual e il sottospazio generato da un vettore v.€ R"?

14. Dimostrare che se s genera S e t genera T, allora {s,t} genera
S+T.

15. Sia S il sottospazio di R? generato dai vettori s; = [1,1,1]7 e
sy = [1,0,—1]T e T quello generato dal vettore t; = [2,1,0]7. Dire
quali sono le dimensioni di S, di T, di S+ T edi SNT.

16. R? ¢ sottospazio di R3?

17. Dire quali dei seguenti sottoinsiemi di R? sono dei sottospazi:
a) 1 vettori la cui prima componente ¢ nulla;

b) i vettori la cui prima componente & positiva;

c) 1 vettori la cui lunghezza & uguale a 1;

d) i vettori la cui prima componente & doppia della seconda;

e) 1 vettori in cui il prodotto delle componenti & nullo;

f) i vettori aventi componenti uguali.

18. In R? siano x un vettore le cui componenti hanno somma nulla,
y un vettore le cui prima componente ¢ nulla, w un vettore la cui terza
componente € nulla e z un vettore le cui componenti hanno somma
uguale a 1. Dire chi sono i sottospazi S, generato da x e y, e T,
generato da w e z. Quali sono le dimensioni di S e T7 E vero che
SeT=R"

19. Dimostrare che se S e T sono due sottospazi di V' vale
dim(S+7) =dim S + dim7T — dim(SNT),
e quindi
max{dim S,dim 7"} < dim(S +7) < min{dim S + dim 7T, n},

max{0,dim S + dim7 — n} < dim(SN7T) < min{dim S, dim T'}.
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20. Sia S il sottospazio di R?® generato dai due vettori [1,1,—1]T e
[1,—1,0]T. Determinare un sottospazio T tale che S ® T = R3.

21. Dimostrare che in R"™ vale la seguente legge del parallelogramma
(x+y) (x+y)+x-y)(x-y)=2(x"y +y"y).
22. Dimostrare la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz
(x"y)? < (x"x) (y"y).

T
X
(Traccia: per y # 0, porre o = YT e sviluppare la disuguaglianza

<
<

(x—ay)'(x—ay) >0.)

23. Dimostrare che k vettori ortogonali di R", con k£ < n, sono li-
nearmente indipendenti.

24. Verificare che i vettori di R®

Xi:[ L...,1 ,O,...’O]T’ 1=1,...,n,
N——
1 componenti

costituiscono una base non ortonormale. Quale base si ottiene appli-
cando il metodo di Gram-Schmidt?
(Risposta: si ottiene la base canonica di R™.)

25. Siano S e T sottospazi di R™. Dimostrare che

(St =5, (S+T)r=5nTh (SNT)t =5+ T+

26. Sia S il sottospazio di R* generato dai vettori s; = [1,0,1,0]T e
sy = [-1,—1,—1,0]7. Determinare una base ortogonale di S=.
(Risposta: {e1 —es,e4} )

27. Sia {x1,...,X,} una base ortonormale di R", n pari.
a) Dimostrare che per ogni vettore v € R" &

n
_ _ I ..
vV = a;X;, dove a; =vVv"'x;;
i=1

b) costruire con il metodo di Gram-Schmidt una base ortogonale di R™
a partire dai vettori

€] +€e2, €1 — €3, €3+ €4, €3 — €4, ...,€,_1 1+ €y, €, 1 —€,.



17 Capitolo 1. Spazi vettoriali

e 28. Si considerino i seguenti vettori di R?:

1 1
X = 1 9 y = —1 9
1 1

e lo spazio vettoriale V' delle loro combinazioni lineari. Determinare la
dimensione di V e individuarne una base ortonormale.

ee 29. Datii tre vettori di R3

1 1 -1
u=|1|,v=1|3|,z=| 1 |,
2 4 0

si consideri il sottospazio da essi generato
S={xecR>* x=oau+pBv+19za,B,7<R}

Determinare la dimensione di S e trovare una base del sottospazio orto-
gonale S+.

ee 30. Dati due vettori u e v di R3 linearmente indipendenti, si consi-
deri un terzo vettore z di R3, ortogonale a u e v. Si dimostri che
{u,v,z} & una base di R3. In particolare, per u = [1,1,1]T, v =
[1,—1,2]%, si indichi un vettore z di R3, ortogonale a u e v.

ee 31. Si considerino I'insieme S di vettori di R? della forma
[21,221,23]T e linsieme T di vettori di R? della forma [z1, —21, 21
(a) si verifichi che S e T sono sottospazi vettoriali di R3.
(b) si determinino le loro dimensioni e si indichino delle basi.
(c) si verifichi che R3 =S @ T.

ee 32. Sono dati i seguenti vettori di R*:

]T

1 3 -1 -1
-1 -1 0 -1
O’ [—-4|1"|2 || 4
1 -1 1 3

Si stabilisca se sono linearmente indipendenti. Nel caso che non lo siano,
si trovi una base del sottospazio di R* formato dalle loro combinazioni
lineari.

e 33. Sideterminino i vettori di R? ortogonali ai vettori v; = [1 2 1]7
vo=1[-34 1T, vz =2 —11]7T.

e 34. Datii vettoriu = [1,1,1]7, v = [1,2,1]7, e w = [1,-1,1]7, si
consideri il sottospazio S dei vettori di R? della forma au, o € R, e

il sottospazio T dei vettori di R? della forma av + fw, o, 3 € R. Si
stabilisca se & vero che R3 =S @ T.



