“sdd — 2006/5/19 — 17:03 — pagel — #17 T

Capitolo 1

Problemi computazionali
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ritmi di risoluzioneQuesteapitol@ffreunavision@'insiemeleitemicheriguadando
studiaeglalgoritmeladif coltacomputazionatgrinsecdeiproblemcomputazionali.
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Questdibro erivolto allettore chehaacquisita princ pi di basealellaprogrammazione
e,fortedi questauovaabilita, hainiziatoaesploragle possibilioffette dalcalcolatae.
Talelettore puo oramaitrovare naturalel fatto di numerae gli elementia patire da0
invecechedal, peche molti linguaggimodernidi programmazionadottandalestile
di enumerazionénoltre puo aweracquisitalimestichezaconle potene del 2, percui
riescacontaeconledieciditada0 no a1023econsideran migliaiodi elementpari
a210 = 1024piuttostochea 1000;0 in ne puo essersionvintocheil terminesettato
(spessaf ancatonellasuaoperadi dissoluzionknguisticadatermini comeinizializza-
re) siasempe statoil paticipio passatdelverbosettae (unavariabile)e noninveceun
aggettig cheindichi qualcosgprovvistodi settf.

Ebbeneaun talelettoreindirizziamadn questdibro alcunes de suproblemicom-
putazionali ovvero problemirisolvibili al calcolata mediantealgoitmi:! I'algoritmo
el'essenzeomputazionaldi un programmananon de\e esseridenti cato conque-
stultimo, in quantoun programmasilimita acodi carin uno speci colinguaggiddi

11 termine“algoritmd deria dallatraslitterazionkatinaAlgorismudelnomedelmatematicgersiano
dellX secoloMuhammadl-Khwarizmichedescriss#elleprocedueperi calcoliaritmetici.Danotaeche
unalgoritmononnecessariamemighieddasuaesecuziorie un calcolata, mapuo ess&implementato,
peresempiomedianteun dispositie meccanicayn circuito elettonicoo un sistemaiologico
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programmazionépassiescrittidaun algoritmo g programmiversipossoneoealizza-
relo stessalgoritmo Avendocuradi distillae gli aspettrilevantiai ni computazionali
(trascendendguindidalpaticolaelinguaggioambienteli sviluppoo sistemaperati-
vo adottato) possiamaliscutee di algoritmisenzaddentrasi nelgergadeglihackee
deigeekrendendaos allaportatadi molti, concettiutili aprogrammaein situazioni
realicomplesse.

Laprogettaziondi algoritmia patire daproblemiprovenientidal mondorealeil
cosiddett@roblensolvingje un processorativ egiati cante lacuiessenzsecheemo
di trasmettarallettor attraerscun appendistatdasateuesempiagionatchesaran-
no presentateivaricapitoliechechiameemociascunopuslibri, intesacomeoperai
progettazionalgoritmicgconsiderat miriadedi anglicismpresentnellinformatica,
speriameheil lettore ci pedonernquestdatinismo).

Gli ingredientiallabaseli quest@perealgoitmichesarannsemplicipvvero array
liste alber egra comaillustratonellaFgural.l, maessci permetteranndi stiuttura-
rei datielementarcaratteriinteri, realie stringhe)n formepiu compless@ mododa
rappesentarle istane di problemicomputazionaliealie conati nel mondovirtuale
del calcolata. Pur sembrandsorpendentecheproblemicomputazionaltomplessi,
comeil calcoladelleprevisionimeteeologich® laprogrammaziongi un satellitepos-
sancessaricondottiallelaboraziondi soliquattio ingredientidi baseticordiamoche
I'informaticaal paridellealtre scienequalilachimicala sicaelamatematicazecadi
ricondurei fenomen{computazional@ pochielementfondamentali.

Nelcasalellinformaticacomemolti sannol'elementaostituentelellinformazio-
neeil bit, componenteealedel nosto mondo sico quantol'atomoo il quak: il bit
rappesentdiinformazionaninimachepuo assumerduesolivalori (peresempio/1,
acceso/spentestra/sinistratesta/ance).Neglianni'50, lavorandgoresso prestigiosi
laboratoridi ricecadellacompagnigelefonicastatunitensAT&T Bell Labs? il pade
dellateoriadellinformazioneClaudeshannonde n il bit comdaquantitadi informa-
zionenecessarérappesentaun exentoconduepossibiliaequippbabili,eintrodusse
I'entropia comeunamisuradellaquantita minimadi bit necessararappesentarun
contenutdnformativo senzgeditadi informazionésepossiamanemorizzaun Im
in un suppoto digitale,0 sepossiamaoidurreil costoperbit di ceti sewizidi telefonia
cellulae, lo dobbiamoa questaipo di studichehannopermesstavanzamentalella
tecnologia).

Linformazionguo esserquindi misuratecomele altre entita siche e, comeque-
stultime, e sempe esistitala fondamentalscopea nel 1953 della“doppiaelicd del
DNA (I'acidodesossiribonucleipesent@elnucleadi tutte le celle) dapate di James
Watsone FrancisCrick, hainfatti postole basibiologicheperla compensionadella

2Pressqli stesslaboratorifurono sviluppatitra gli altri, il sistemaperatie UNIX ei linguaggidi
programmazione e C++,in tempisuccessivi.
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Figura 1.1 Ingredienti di base di un algoritmo: array, liste, alberi e gra.

strutturadegliessenviventi daun puntodi vista“informativo’. |1 DNA rappesentan
effettil'informazionenecessaralefunzionalia degliesseniventi e puo esserrappe-
sentatallinternodel calcolatar conle stutture di dati elencatsopra.ln paticolae,
la doppiaelicadel DNA e costituitadadue lamenti accoppiatée av\lti susestessia
formaeunastmutturaelicoidaléridimensionaleCiascunlamento puo essaricondot-
to aunasequenz&, quindi, aun array oppuke a unalistg di acidinucleici(adenina,
citosinaguaninatimina) chiamatatutturaprimaria:perrappesentatalesequenza,
usiamaun alfabetonito comenei calcolatoriquaternarionvecechebinario,dove le
lettere sonosceltdra le iniziali dellequattio componentfondamentalif A, C, G, Tg.
Lasequenzdi acidinucleicisiripiegasusestessaformaeunastiutturasecondariehe
possiamoappesenta comeun albeo. In ne, la stiuttura secondariai disponenel-
lo spazion mododaformae unastrutturaterziariaelicoidalechepossiamonodellae
comeun grafa

Nelseguitociteemovariefonti perillustraealcuniconcettfondamentatllacom-
prensionelelrestadellibro, invitandail lettoreavisitaeil sitowebpereventualiappio-
fondimentieainiziaedasubitoausae ALVIE (Algorithmid/isualizatiofEnvironmenj,
il nosto stumentosoftwag pervisualizzaril compotamentodeglialgoritmie delle
stiutturedi datiin discussione.

1.1 Indecidibilit a di problemi computazionali

Nellibro AlgorithmicsThe Spirit of Computingl'autoe DavidHarel riporta un estrat-
to di un atticolo dellarivistaTimeMagazineli diversiannifain cuiil redattoe di un
periodicospecializzatom informaticadichiaras cheil calcolata puo fare qualunque
cosabastascrivril programmadattoatalescopojn quantole eventualilimitazioni
sonodovuteallarchitetturadel calcolata (peresempioa memoriadisponibile)e non
ceto al programmaeseguito Probabilmenteal redattoe sfuggia I'esistenzdel pro-
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blemadellafermata pubblicatonel 1937 dalmatematicangleseédlan Turing, uno dei
padridellinformaticache,conla suaideadi macchinainiversaleg statoil precursas
delmodernaconcettai “softwag’. 3

Espessan terminiodierni,il problemadellafermataconsist@eel capie seun gene-
rico programmadermina(ov\ero, niscelasuaesecuziong@ppue“vain cicld (ovver,
continuaa ripetee sempe la stessaequenzdi istruzionialfin nito), supponendali
nonaete limiti di tempoe di memorigperil calcolataimpiegataatal proposito Per
esempioconsideriamd problemadi stabilie seun datointero p > 1 e un numeo
primo, ov\ero edivisibilesoltantgerl e persestessa?, 3,5,7,11,13e17 sonaoalcu-
ni numeriprimi (tral'altro, trovare grandinumeriprimi e allabasedi diversiprotocolli
crittogra ci). Il seguentprogrammacodi ca un possibilalgoritmodi risoluzionger
taleproblema.

Primo( numero ): hpre:numeo> 1i
fattore = 2;
while (numero %fattore != 0 )
fattore = fattore + 1;
return (fattore == numero);

Talecodicenon e paticolarmenteef ciente: peresempiopotremmoevitae di ve-
ri care chenumerosiadivisibileperfattore quandoquestltimo e pari. Tuttavia,
siamosicuricheessderminaperche la variabilefattore  vieneincrementata ogni
iterazionee la guadia del ciclonellariga3 vienesicuramenteeri catasefattore e
ugualeanumera

ALVIE: numeri primi

Osserva, sperimenta e veri ca
PrimeNumber

Nel sempliceasappenaliscussajecidee seil programmaderminae quindi im-
mediato Purtroppo,non e sempe cos, comemostratadal seguentprogrammal cui
scopce quellodi trovareil piu piccolonumenp intero parichenonsialasommadi due
numeriprimi.

3Perquantariguadail problemalellafermatalo stess®uringnelsuolavoro del1937affermali essersi
ispiratoal primo teoeemadi incompletezadi Kurt Godel,il qualeasserisagheesistondeoemiveri ma
indimostrabilin qualunquesistemdormalechepossalescrigmre I'aritmeticadegliinteri.
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CongetturaGoldbach( ):
n=2;
do {
n=n+2
controesempio = true ;
for (p =2, p<=n2 p=p+1) {
q=n-0p
if (Primo(p) && Primo(q)) controesempio = false

} while (Icontroesempio);
return n;

Se fossiman gradodi decidee sela funzioneCongetturaGoldbach terminao
meno,alloraavemmorisoltola congettardi Goldbachformulatanel XVl secolola
gualeaffermacheogninumenp intero n > 4 parie la sommadi duenumeriprimi p
eq. In effetti,il programmaentadi trovare un valoe di n percuila congetturanon
siavera: sela congetturali Goldbache peio vera,allorail programmanon termina
mai (ipotizzandali a\ere tutto lo spaziali memorianecessarioNonostantd premio
milionarioofferto nel2000dallacasaditricebritannicaFaber&Rberachirisohesséa
congetturanessune statoin gradoancorali provarlao di trovarneun contioesempio

Riuscie a capie seun programmaarbitrarioterminanon e soltantouriimpresa
ardua (comenel casodel precedent@rogramma)na, in generaleg impossibilperi
calcolatoricomeTuring hadimostratdacendaiferimentoal problemadellafermatee
usandde macchinedi Turing (un formalismaalternatie a quelloadottatoin questo
libro).

Ricodiamoche,neicalcolatoriun programmae codi catomediantainasequenza
di simbolichevienedatain ingressa un altro programmgtipicamenteun compila-
tore): non dewe quindi stupici il fatto cheunastessaequenzdi simbolipossasser
interpretatasiacomeun programmahecomeun datod'ingressdali un altro programma.

Quesbsserazionee allabasealelrisultatodi Turing, la cui dimostraziongrocede
perassuto. upponiamacheesistain programmal ermina(A, D), il quale presoun
programma\ ei suoidatiin ingress®, restituiscéin tempo nito) unvaloedi verita
perindicae cheA terminao menoquandovieneeseguitguidatidingress®.

NotiamochesiaA cheD sonosequeredi simboli,e siamonoi a stabilie cheA
debbeesserintesecomeun programmanenteD comei suoidatidingressoe quindi
peffettamentdegittimoinvocae Termina(A, A), comeaccadallinternodel seguente
programma.

Paradosso( A ):
while (Termina( A, A ))



“sdd — 2006/5/19 — 17:03 — page6 — #22

Capitolo 1 —Problemi computazionali

Poicte il corpodel ciclowhile e vuoto, perogni programmaa, osseriamoche
Paradosso(A) terminaseesolosdaguadiaTermina(A, A) restituiscé valoeFALSE,
ovem see soloseil programmaA non terminaquandovieneeseguitsui dati d'in-
gress. Possiamauindi concludez cheParadosso(Paradosso) terminasee so-
lo sela guadia Termina(Paradosso, Paradosso) restituiscél valoe FALSE, ovve-
ro see soloseil programmaParadosso non terminaquandovieneeseguitsui da-
ti dingressdParadosso. In brewe, Paradosso(Paradosso) terminasee solose
Paradosso(Paradosso) nonterminal

Questaontraddizionderivadallaverassuntdiesistenzdi Termina, l'unicoanello
deboledel lo logicotessutmellargomentazion@recedenteQuindi, un taleprogram-
manon puo esistare, petanto, diciamocheil problemadellafermatae indecidibile
Purtroppo essanon e l'unico: per esempiostabilie sedue programmiA e B sono
equialenti,ovver produconosempe i medesimrisultatia parita di dati in ingresso,
e anclessaun problemaindecidibile. Notiamochel'usodi uno speci colinguaggio
nonin uisce sutali risultatidi indecidibilita, i qualivalgongperqgualunquemodellodi
calcolachepossdormalizzail compotamentodi un calcolata (piu precisamentei
unamacchinali Turing).

1.2 Trattabilit a di problemi computazionali

L'esistenzdi problemiindecidibilirestringda possibilia di progettae algoritmie pro-
grammiai soli problemidecidibili. In questoambito, non tutti i problemirisultano
risolvibiliin temporagionesle, cometestimoniatadal noto problemadelle Torri di
Hanoi un giocodel XIX secoldnventatodaun matematicdrancesezdouad Lucas,
legandol@llaseguentieggendindiana(probabilmentdalsa)sulladivinita Brahmae
sullane delmonda In untempioinduistadedicatalladivinita,vi sonatre pioli di cui
il primo contienen = 64 dischid'oro impilatiin ordinedi diameto decescente;onil
discopiu ampioin bass@ quellopiu strettoin alto (gli altri duepioli sonovuoti). Dei
monacisannyasispostano dischidal primo al terzo piolo usanddl second@omeap-
poggioconlaregoladi non poterspostarpiu di un discoallavoltae conquelladi non
porre maiun discodi diameto maggioe sopraun discodi diameto inferiore. Quando
i monaciavrannderminatodi spostatutti i dischinelterzo piolo, avierrala ne del
monda

Lasoluzionali questayiocoe sempliceladescrigre usandda ricorsione Suppo-
niamodi a\ere spostateicorsiamente primi n - 1 dischisulsecondgiolo, usandal
terzo comeappoggioPossiamaraspostail discopiu grandedal primo alterzo piolo,
e quindi ricorsiamentespostag gli n - 1 dischidal secondal terzo piolo usandal
primo comeappoggio
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TorriHanoi(  n, primo, secondo, terzo ):
if (n =1) {
print primo 7! terzo;
} else {
TorriHanoi( n - 1, primo, terzo, secondo );
print primo 7! terzo;
TorriHanoi( n - 1, secondo, primo, terzo );

}

Dimostriamoperinduzionesulnumen n di dischi,cheil numep di mosseffet-
tuateeseguendtale programmee stampateome®origine7! destinaziorige paria
2" - 1:il casbasen = 1 eimmediatonelcasm > 1 occorono2"- 1- 1 mosseer
ciascunaelleduechiamateicorsie peripotesiinduttiva, a cui aggiungiaméa mossa
nellariga6, peruntotaledi2 (2"-1- 1)+ 1= 2" - 1 mossePurtroppo,nonce
speranzdi trovare un programmaheeffettuiun numen di mossénferiore atalequan-
tita, in quantoe statodimostratcchele 2" - 1 mosseononecessar&énon e possibile
impiegarneli meno

Nel problemaoriginaleconn = 64 dischi,supponendcheognimossaichiedaun
secondogpccorono264- 1= 18446744073709551 615 secondicheequialgono
a circa584 942 417 355 anni, ovveno quasi585 miliardi di anni: per confonto, la
teoriadelbighangasserisahel'Universoe statocreatodauriesplosioneosmican un
periodocherisalea circal0—20miliardi di annifa.

ALVIE: problema delle Torri di Hanoi

Osserva, sperimenta e veri ca
HanoiTower

Le Torri di Hanoimostranalunqueche,ancheseun problemae decidibileovvero
erisolubilemedianteun algoritmo,non e dettochel'algoritmostesspossaempe ri-
solherloin tempiragionewli: cio e dovuto al fatto cheil numeo di mosse quindiil
tempodi esecuziongel programmag esponenzialeelnumen n di dischi(n appae
alfesponentei 2" - 1). Il temponecessariperspostai dischidiventadunquera-
pidamenténsostenibileancheperun numep limitato di dischi,comeillustratonella
seguenttabellajn cuiil tempodi esecuzioneespessaon second(s), minuti (m), ore
(h), giorni(g) eanni(a).

n \ 5 10 15 20 25 30 35 40 45
tempo\325 17m 9h 12g 1la 34a 1089a 34865a 111568%




“sdd — 2006/5/19 — 17:03 — page8 — #24

Capitolo 1 —Problemi computazionali

L'esponenziafitdel tempodi esecuzionendeanchdimitato I'effettodi eventuali
miglioramentnellavelociadi esecuziongeisingolipassiperchg,in tal casobastaau-
mentae di pocoil numep n di dischipervani care ognimiglioramentoupponiamo
infatti di potereseguegm = 2° operazionin un secondoinvecedi unasingolaope-
razioneal secondoin tal casoanzicle circa2" secondineoccorono2"=m = 2"- s
perspostarglin dischi.Leffettodi talemiglioramenta/ienepeio neutralizzatnolto
rapidamental crescexdelnumen di dischiin quantoe suf cienteportaretalenumen
an + s (doves = logm) perotteneelo stesstempocomplessovdi esecuzionén altre
paole,un miglioramentalelleprestazionperun fattore moltiplicatie sitraducean un
aumentosoloadditivo del numep di dischitrattabili. La tabellaseguentesempli ca
guestacompotamentonel casan = 64, mostrandal numeno di dischigestibiliin un
tempoparia 18 446 744 073709 551 615 secondial variae dellavelocia di esecu-
zione:comepossiamaedee, miglioramentanchamnolto importanti di quesultima si
traduconan piccoliincrementidel numenp di dischicheil programmae in gradodi
gestie.

operazioni/seg 1 10 100 10° 10* 10° 10F 10°
numeodischi\64 67 70 73 77 80 83 93

Di diversanaturae invecel'andament@olinomiale comepossiamanostrae se
consideriamta generalizzaziodel problemadelleTorri di Hanoial casdn cui siano
disponibilik > 3 pioli. A talescoposupponiamahei pioli siancnumeratdaO ak- 1
e cheil problemaconsistaellospostai dischidal piolo O al piolok - 1 (rispettando
leregolesopradescritte)In tal casopossiamasaeil codiceTorriHanoi comesotto-
programmallinternodellaseguentsoluzion&l problemageneralizza{persemplicia
di esposizionsupponiamahen > 0 siaun multiplodik - 2).

TorriHanoiGen( n, k ): hpre:n > O multiplodi k - 2i
for (i =1; i <=k-2; i =i+l)
TorriHanoi(n/(k-2), 0, k-1, i);
for (i =k2; i >1; i =il)
TorriHanoi(n/(k-2), i, 0, k-1);

Intuitivamenteil codiceprecedentdivideglin dischin k- 2 gruppidi (- dischi
ciascunoll primociclospostaperognii, I'i-esimayruppodaldisca0 aldisca, usando
il discok - 1 comeappoggi@ invocandororriHanoi , menteil secondeiclosposta
talegruppodal discoi al discok - 1 usanddl disco0 comeappoggionotiamoche,
perrispettae la regoladi sosrapposiziondeidischi,il secondaicloscorei gruppiin
ordineinversorispettoal primo. 11 numepo di mosseedunqueparia2 (k- 2) volte
il numep di mosseichiestoper spostar (" dischiusanddre pioli. Non e dif cile
estenderil suddettacodicein modochefunzionipertutti i valoridi n (anchequando



“sdd — 2006/5/19 — 17:03 — page9 — #25

1.2 Trattabilit a di problemi computazionali

n noneunmultiplodik - 2), osserandocheil numep totaledi mosse paria
M(n,K)=2 (k-2 2c2-1

Ponendok = b%c pern > 5, possiamaeri carecheM (n,k ) 6 n2. In tal caso,
il problemadelle Torri di Hanoipuo quindi esserrisolto con un numep di mosse
guadraticmelnumen deidischi(notiamocheein generalan problemaapeto stabilie

il numeon minimodi moss@erognin eperognik > 3). Peresempioyolendospostar
glin = 64 dischidelproblemaoriginaleusandak = 10 pioli, sonosuf cienti soltanto
64% = 4096secondcontoi 264- 1= 18446744073709551615secondnecessari
nelcasali tre pioli (supponenddi potereffettuae unamossal secondo).

Il problemadelleTorri di Hanoicontre o piu pioli illustracomeunasoluzionehe
richiedeun numep esponenzialdi passtisulti irragionewole seconfiontatacon una
chene richiedeun numepo polinomiale. In generaleil passaggida un andamento
esponenzia@uno polinomialeha dueimportanti conseguerz In primo luogo, un
polinomiocrescemolto piu lentamenteli unaqualunqudunzioneesponenzialepme
mostratanellaseguenttabellarelativa al polinomion 2 e analoga quellavistanel caso
dellafunzione2" .

n \ 5 10 15 20 25 30 35 40 45
tempo\253 100s 225s 7m 11m 15m 21m 27m 34m

In secondduogo,lapolinomialibdeltempodi esecuzionendemolto piu ef caci
gli exentualimiglioramentinellavelocit di esecuziongei singolipassi.Ad esempio,
nelcasadel problemageneralizzatelleTorri di Hanoiconn dischiek pioli, poten-
do eseguém operazionin un secondoinvecedi unasingolaoperazional secondo,
occorerebbeo ”ﬁz = (n=" m)?2 secondperspostarglin dischi.Leffettodi talemiglio—
ramentgpermanealungoin quantoe necessarportare il numep di dischian m
per ottenee lo stesseempocomplessovdi esecuzioneln altre pamwle, un migliora-
mentodi un fattore moltiplicatio nelleprestazionsi traducen un aumentoanctesso
moltiplicatie delnumenp di dischitrattabili. Latabellaseguentéanaloga quellavista
nel casadellafunzione2") esempli caguestocompotamentonel cason = 64, mo-
strandal numen di dischigestibililconk pioli) in un tempoparia4096secondial
variae dellavelocitidi esecuzione&omepossiameedee, miglioramentdi quesulti-
masitraducondn incrementisigni catividelnumenp di dischicheil programmaein
gradaodi gestie.

operazioni/seg 1 10 100 10° 10* 1CP 108 10°
numeodischi\ 64 202 640 2023 6400 20238 64000 2023857




