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Capitolo 1

Problemi computazionali

SOMMARIO
I problemicomputazionalipossonoessereclassi�catiin baseallacomplessit�adeirelativialgo-
ritmi di risoluzione.Questocapitolooffreunavisioned'insiemedeitemicheriguardanolo
studiodeglialgoritmieladif�colt�acomputazionaleintrinsecadeiproblemicomputazionali.

DIFFICOLT �A
0,5CFU

Questolibro �erivolto al lettorechehaacquisitoi princ��pi di basedellaprogrammazione
e,fortedi questanuovaabilit�a,hainiziatoaesplorarelepossibilit�aoffertedalcalcolatore.
Talelettorepu�o oramaitrovarenaturaleil fattodi numeraregli elementia partireda0
invececheda1, perch́emolti linguaggimodernidi programmazioneadottanotalestile
di enumerazione;inoltrepu�o averacquisitodimestichezzaconle potenzedel2, percui
riesceacontareconledieciditada0 �no a1023econsideraun migliaiodi elementipari
a 210 = 1024piuttostochea 1000;o in�ne pu�o essersiconvintocheil terminesettato
(spessoaf�ancatonellasuaoperadi dissoluzionelinguisticadaterminicomeinizializza-
re) siasemprestatoil participio passatodelverbosettare(unavariabile)enon inveceun
aggettivo cheindichiqualcosa“provvistodi setti”.

Ebbene,aun talelettoreindirizziamoin questolibro alcunes�desuproblemicom-
putazionali, ovvero problemirisolvibili al calcolatore mediantealgoritmi:1 l'algoritmo
�e l'essenzacomputazionaledi un programmamanon deve essere identi�cato conque-
st'ultimo, in quantoun programmasi limita acodi�carein unospeci�colinguaggio(di

1Il termine“algoritmo” derivadallatraslitterazionelatinaAlgorismusdelnomedelmatematicopersiano
delIX secolo,Muhammadal-Khwarizmi,chedescrissedelleprocedureperi calcoliaritmetici.Danotareche
unalgoritmononnecessariamenterichiedelasuaesecuzionein uncalcolatore,mapu�oessereimplementato,
peresempio,medianteun dispositivo meccanico,un circuitoelettronicoo un sistemabiologico.
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Capitolo 1 – Problemi computazionali2

programmazione)i passidescrittidaunalgoritmo,eprogrammidiversipossonorealizza-
relo stessoalgoritmo. Avendocuradi distillaregli aspettirilevantiai �ni computazionali
(trascendendoquindidalparticolarelinguaggio,ambientedi sviluppoo sistemaoperati-
vo adottato),possiamodiscuteredi algoritmisenzaaddentrarci nelgergodeglihackere
deigeek, rendendocos�� allaportatadi molti, concettiutili a programmare in situazioni
realicomplesse.

Laprogettazionedi algoritmiapartiredaproblemiprovenientidalmondoreale(il
cosiddettoproblemsolving) �eun processocreativoegrati�cante, lacuiessenzacercheremo
di trasmettereal lettoreattraversoun apprendistatobasatosuesempiragionatichesaran-
nopresentatineivaricapitoliechechiameremociascunoopuslibri, intesacomeoperadi
progettazionealgoritmica(consideratalamiriadedi anglicismipresentinell'informatica,
speriamocheil lettoreci perdoner�aquestolatinismo).

Gli ingredientiallabasedi questeoperealgoritmichesarannosemplici,ovvero array,
liste, alberi egra� comeillustratonellaFigura1.1,maessici permetterannodi struttura-
rei datielementari(caratteri,interi, realiestringhe)in formepi�u complesse,in mododa
rappresentare le istanze di problemicomputazionalirealieconcreti nel mondovirtuale
del calcolatore. Pur sembrandosorprendentecheproblemicomputazionalicomplessi,
comeil calcolodelleprevisionimetereologicheo laprogrammazionedi un satellite,pos-
sanoesserericondottiall'elaborazionedi soliquattro ingredientidi base,ricordiamoche
l'informatica,alparidellealtrescienzequalilachimica,la �sicaelamatematica,cercadi
ricondurrei fenomeni(computazionali)apochielementifondamentali.

Nelcasodell'informatica,comemolti sanno,l'elementocostituentedell'informazio-
ne �e il bit, componenterealedelnostro mondo�sico quantol'atomoo il quark: il bit
rappresental'informazioneminimachepu�o assumereduesolivalori (peresempio,0/1,
acceso/spento,destra/sinistrao testa/croce).Neglianni'50, lavorandopressoi prestigiosi
laboratoridi ricercadellacompagniatelefonicastatunitenseAT&T Bell Labs,2 il padre
dellateoriadell'informazione,ClaudeShannon,de�n�� il bit comelaquantit�adi informa-
zionenecessariaarappresentareun eventoconduepossibilit�aequiprobabili,eintrodusse
l'entropiacomeunamisuradellaquantit�a minimadi bit necessariaa rappresentare un
contenutoinformativo senzaperditadi informazione(sepossiamomemorizzareun �lm
in un supporto digitale,o sepossiamoridurre il costoperbit di certi servizi di telefonia
cellulare, lo dobbiamoa questotipo di studichehannopermessol'avanzamentodella
tecnologia).

L'informazionepu�o esserequindi misuratacomele altreentit�a �sichee,comeque-
st'ultime, �e sempre esistita:la fondamentalescoperta nel 1953della“doppiaelica” del
DNA (l'acidodesossiribonucleicopresentenelnucleodi tutte lecelle),dapartedi James
Watsone FrancisCrick, ha infatti postole basibiologicheper la comprensionedella

2Pressogli stessilaboratorifurono sviluppati,tra gli altri, il sistemaoperativo UNIX e i linguaggidi
programmazioneC eC++,in tempisuccessivi.
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1.1 Indecidibilit �a di problemi computazionali
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Figura 1.1 Ingredienti di base di un algoritmo: array, liste, alberi e gra�.

strutturadegliesseriviventi daun puntodi vista“informativo”. Il DNA rappresentain
effettil'informazionenecessariaallefunzionalit�adegliesseriviventi epu�o essererappre-
sentatoall'internodelcalcolatoreconle strutturedi dati elencatesopra.In particolare,
la doppiaelicadelDNA �ecostituitadadue�lamenti accoppiatieavvolti susestessi,a
formareunastrutturaelicoidaletridimensionale.Ciascun�lamentopu�o esserericondot-
to a unasequenza(e,quindi, a un arrayoppure a unalista) di acidinucleici(adenina,
citosina,guaninaetimina)chiamatastrutturaprimaria:perrappresentaretalesequenza,
usiamoun alfabeto�nito comenei calcolatori,quaternarioinvecechebinario,dove le
letteresonosceltetra le iniziali dellequattro componentifondamentali:f A, C, G, Tg.
Lasequenzadi acidinucleicisiripiegasusestessaaformareunastrutturasecondariache
possiamorappresentare comeun albero. In�ne, la struttura secondariasi disponenel-
lo spazioin mododaformareunastrutturaterziariaelicoidale,chepossiamomodellare
comeun grafo.

Nelseguito,citeremovariefonti perillustrarealcuniconcettifondamentaliallacom-
prensionedelrestodellibro, invitandoil lettoreavisitareil sitowebpereventualiappro-
fondimentieainiziaredasubitoausareALVIE (AlgorithmicVisualizationEnvironment),
il nostro strumentosoftware, pervisualizzare il comportamentodeglialgoritmie delle
strutturedi dati in discussione.

1.1 Indecidibilit �a di problemi computazionali

Nel libro Algorithmics:TheSpirit ofComputing, l'autoreDavidHarel riporta un estrat-
to di un articolo dellarivistaTimeMagazinedi diversianni fa in cui il redattore di un
periodicospecializzatoin informaticadichiarava cheil calcolatore pu�o fare qualunque
cosa:bastascrivere il programmaadattoa talescopo,in quantole eventualilimitazioni
sonodovuteall'architetturadelcalcolatore(peresempio,lamemoriadisponibile),enon
certo al programmaeseguito. Probabilmenteal redattore sfuggiva l'esistenzadel pro-
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Capitolo 1 – Problemi computazionali4

blemadellafermata, pubblicatonel1937dalmatematicoingleseAlanTuring,unodei
padridell'informaticache,conla suaideadi macchinauniversale,�e statoil precursore
delmodernoconcettodi “software”.3

Espressoin terminiodierni,il problemadellafermataconsistenelcapireseun gene-
ricoprogrammatermina(ovvero, �niscelasuaesecuzione)oppure“vain ciclo” (ovvero,
continuaa ripetere sempre la stessasequenzadi istruzioniall'in�nito), supponendodi
nonavere limiti di tempoedi memoriaperil calcolatore impiegatoatal proposito. Per
esempio,consideriamoil problemadi stabilire seun datointero p > 1 �e un numero
primo,ovvero �edivisibilesoltantoper1 epersestesso:2, 3, 5, 7, 11,13e17sonoalcu-
ni numeriprimi (tra l'altro, trovaregrandinumeriprimi �eallabasedi diversiprotocolli
crittogra�ci). Il seguenteprogrammacodi�caun possibilealgoritmodi risoluzioneper
taleproblema.

1 Primo( numero ): hpre:numero> 1i
2 fattore = 2;
3 while (numero % fattore != 0 )
4 fattore = fattore + 1;
5 return (fattore == numero);

Talecodicenon �eparticolarmenteef�ciente:peresempio,potremmoevitaredi ve-
ri�care chenumerosiadivisibileper fattore quandoquest'ultimo �e pari. Tuttavia,
siamosicuricheessoterminaperch́e la variabilefattore vieneincrementataa ogni
iterazionee la guardia del ciclonellariga3 vienesicuramenteveri�catasefattore �e
ugualeanumero.

ALVIE: numeri primi

Osserva,sperimenta e veri�ca
PrimeNumber

Nel semplicecasoappenadiscusso,decidereseil programmatermina�equindi im-
mediato. Purtroppo,non �esemprecos��, comemostratodalseguenteprogrammail cui
scopo�equellodi trovare il pi�u piccolonumero intero parichenonsiala sommadi due
numeriprimi.

3Perquantoriguardail problemadellafermata,lo stessoTuringnelsuolavorodel1937affermadi essersi
ispiratoal primo teoremadi incompletezzadi Kurt Gödel,il qualeasseriscecheesistonoteoremiveri ma
indimostrabiliin qualunquesistemaformalechepossadescriverel'aritmeticadegliinteri.
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1 CongetturaGoldbach( ):
2 n = 2;
3 do {
4 n = n + 2;
5 controesempio = true ;
6 for (p = 2; p <= n-2; p = p + 1) {
7 q = n - p;
8 if (Primo(p) && Primo(q)) controesempio = false
9 }

10 } while (!controesempio);
11 return n;

Se fossimoin gradodi decidere sela funzioneCongetturaGoldbach terminao
meno,alloraavremmorisoltola congettura di Goldbach, formulatanelXVIII secolo,la
qualeaffermacheogni numero intero n > 4 pari �e la sommadi duenumeriprimi p
e q. In effetti, il programmatentadi trovare un valore di n percui la congetturanon
siavera: sela congetturadi Goldbach�e per�o vera,allorail programmanon termina
mai(ipotizzandodi averetutto lo spaziodi memorianecessario).Nonostanteil premio
milionarioofferto nel2000dallacasaeditricebritannicaFaber&Faberachi risolvessela
congettura,nessuno�estatoin gradoancoradi provarlao di trovarneun controesempio.

Riuscire a capire seun programmaarbitrarioterminanon �e soltantoun'impresa
ardua(comenel casodel precedenteprogramma)ma, in generale,�e impossibileper i
calcolatori,comeTuringhadimostratofacendoriferimentoal problemadellafermatae
usandole macchinedi Turing (un formalismoalternativo a quelloadottatoin questo
libro).

Ricordiamoche,neicalcolatori,un programma�ecodi�catomedianteunasequenza
di simbolichevienedatain ingressoa un altro programma(tipicamenteun compila-
tore): non deve quindi stupirci il fatto cheunastessasequenzadi simbolipossaessere
interpretatasiacomeunprogrammachecomeundatod'ingressodi unaltroprogramma.

Quest'osservazione�e allabasedel risultatodi Turing, la cui dimostrazioneprocede
perassurdo. Supponiamocheesistaun programmaTermina(A ,D), il quale,presoun
programmaA ei suoidati in ingressoD , restituisce(in tempo�nito) un valoredi verit�a
perindicarecheA terminao menoquandovieneeseguitosuidatid'ingressoD .

NotiamochesiaA cheD sonosequenze di simboli,e siamonoi a stabilire cheA
debbaessereintesacomeun programmamentreD comei suoidatid'ingresso:�equindi
perfettamentelegittimoinvocareTermina(A ,A), comeaccadeall'internodelseguente
programma.

1 Paradosso( A ):
2 while (Termina( A , A ))
3 ;
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Capitolo 1 – Problemi computazionali6

Poich́e il corpodel ciclowhile �e vuoto,perogni programmaA , osserviamoche
Paradosso(A) terminaseesoloselaguardiaTermina(A ,A) restituisceil valoreFALSE,
ovvero see soloseil programmaA non terminaquandovieneeseguitosui dati d'in-
gressoA . Possiamoquindi concludere cheParadosso(Paradosso) terminasee so-
lo sela guardia Termina(Paradosso,Paradosso) restituisceil valore FALSE, ovve-
ro see soloseil programmaParadosso non terminaquandovieneeseguitosui da-
ti d'ingressoParadosso. In breve, Paradosso(Paradosso) terminasee solose
Paradosso(Paradosso) nontermina!

Questacontraddizionederivadall'averassuntol'esistenzadi Termina, l'unicoanello
deboledel�lo logicotessutonell'argomentazioneprecedente.Quindi, un taleprogram-
manon pu�o esistere e, pertanto,diciamocheil problemadellafermata�e indecidibile.
Purtroppo essonon �e l'unico: per esempio,stabilire sedue programmiA e B sono
equivalenti,ovvero produconosempre i medesimirisultatia parit�a di dati in ingresso,
�e anch'essoun problemaindecidibile. Notiamochel'usodi uno speci�colinguaggio
non in�uiscesutali risultatidi indecidibilit�a, i qualivalgonoperqualunquemodellodi
calcolochepossaformalizzare il comportamentodi un calcolatore(pi�u precisamentedi
unamacchinadi Turing).

1.2 Trattabilit �a di problemi computazionali

L'esistenzadi problemiindecidibilirestringela possibilit�adi progettarealgoritmiepro-
grammiai soli problemidecidibili. In questoambito,non tutti i problemirisultano
risolvibili in temporagionevole, cometestimoniatodal noto problemadelleTorri di
Hanoi, un giocodelXIX secoloinventatodaun matematicofrancese,Edouard Lucas,
legandoloallaseguenteleggendaindiana(probabilmentefalsa)sulladivinit�a Brahmae
sulla�ne delmondo. In un tempioinduistadedicatoalladivinit�a,vi sonotrepioli di cui
il primocontienen = 64 dischid'oro impilati in ordinedi diametro decrescente,conil
discopi�u ampioin bassoequellopi�u strettoin alto(gli altri duepioli sonovuoti). Dei
monacisannyasinspostanoi dischidalprimoal terzo piolousandoil secondocomeap-
poggio,conla regoladi nonpoterspostarepi�u di un discoallavoltaeconquelladi non
porremaiun discodi diametro maggioresopraun discodi diametro inferiore. Quando
i monaciavrannoterminatodi spostare tutti i dischinel terzo piolo, avverr�a la �ne del
mondo.

Lasoluzionedi questogioco�esemplicedadescrivereusandola ricorsione.Suppo-
niamodi averespostatoricorsivamentei primi n - 1 dischisulsecondopiolo,usandoil
terzo comeappoggio. Possiamooraspostareil discopi�u grandedalprimoal terzo piolo,
e quindi ricorsivamentespostare gli n - 1 dischidal secondoal terzo piolo usandoil
primocomeappoggio.
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1 TorriHanoi( n, primo, secondo, terzo ):
2 if (n = 1) {
3 print primo 7�! terzo;
4 } else {
5 TorriHanoi( n - 1, primo, terzo, secondo );
6 print primo 7�! terzo;
7 TorriHanoi( n - 1, secondo, primo, terzo );
8 }

Dimostriamo,perinduzionesulnumero n di dischi,cheil numero di mosseeffet-
tuateeseguendotaleprogrammae stampatecome“origine7�! destinazione”, �e pari a
2n - 1: il casobasen = 1 �e immediato;nelcason > 1 occorrono2n - 1 - 1 mosseper
ciascunadelleduechiamatericorsive peripotesiinduttiva,a cui aggiungiamola mossa
nellariga6, perun totaledi 2 � (2n - 1 - 1) + 1 = 2n - 1 mosse.Purtroppo,non c'�e
speranzadi trovareun programmacheeffettuiun numero di mosseinferioreatalequan-
tit �a, in quanto�estatodimostratochele 2n - 1 mossesononecessarieenon �epossibile
impiegarnedi meno.

Nelproblemaoriginaleconn = 64 dischi,supponendocheognimossarichiedaun
secondo,occorrono264 - 1 = 18 446744073709551615secondi,cheequivalgono
a circa584 942 417 355 anni, ovvero quasi585 miliardi di anni: per confronto, la
teoriadelbigbangasseriscechel'Universo�estatocreatodaun'esplosionecosmicain un
periodocherisaleacirca10–20miliardi di annifa.

ALVIE: problema delle Torri di Hanoi

Osserva,sperimenta e veri�ca
HanoiTower

LeTorri di Hanoimostranodunqueche,ancheseun problema�edecidibileovvero
�e risolubilemedianteun algoritmo,non �edettochel'algoritmostessopossasempre ri-
solverlo in tempi ragionevoli: ci�o �e dovuto al fatto cheil numero di mossee quindi il
tempodi esecuzionedelprogramma,�e esponenzialenelnumero n di dischi(n appare
all'esponentedi 2n - 1). Il temponecessarioperspostare i dischidiventadunquera-
pidamenteinsostenibile,ancheperun numero limitato di dischi,comeillustratonella
seguentetabella,in cui il tempodi esecuzione�eespressoin secondi(s),minuti (m), ore
(h), giorni (g)eanni(a).

n 5 10 15 20 25 30 35 40 45
tempo 32s 17m 9 h 12g 1 a 34a 1089a 34865a 1115689a
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Capitolo 1 – Problemi computazionali8

L'esponenzialit�a del tempodi esecuzionerendeanchelimitato l'effettodi eventuali
miglioramentinellavelocit�adi esecuzionedeisingolipassi,perch́e,in tal caso,bastaau-
mentaredi pocoil numero n di dischipervani�careognimiglioramento. Supponiamo
infatti di potereseguire m = 2s operazioniin un secondo,invecedi unasingolaope-
razioneal secondo:in tal caso,anzich́e circa2n secondi,neoccorrono2n =m = 2n - s

perspostaregli n dischi.L'effettodi talemiglioramentovieneper�o neutralizzatomolto
rapidamentealcresceredelnumero di dischiin quanto�esuf�cienteportaretalenumero
an + s (doves = logm) perottenerelo stessotempocomplessivo di esecuzione.In altre
parole,un miglioramentodelleprestazioniperun fattoremoltiplicativosi traducein un
aumentosoloadditivo del numero di dischitrattabili. La tabellaseguenteesempli�ca
questocomportamentonelcason = 64, mostrandoil numero di dischigestibiliin un
tempopari a 18 446 744 073 709 551 615 secondi,al variare dellavelocit�a di esecu-
zione:comepossiamovedere,miglioramentianchemolto importanti di quest'ultima si
traduconoin piccoli incrementidel numero di dischicheil programma�e in gradodi
gestire.

operazioni/sec 1 10 100 103 104 105 106 109

numero dischi 64 67 70 73 77 80 83 93

Di diversanatura�e invecel'andamentopolinomiale, comepossiamomostrare se
consideriamola generalizzazionedelproblemadelleTorri di Hanoial casoin cui siano
disponibilik > 3 pioli. A talescopo,supponiamochei pioli sianonumeratida0 ak - 1
echeil problemaconsistanellospostare i dischidalpiolo 0 al piolo k - 1 (rispettando
leregolesopradescritte).In tal caso,possiamousareil codiceTorriHanoi comesotto-
programmaall'internodellaseguentesoluzionealproblemageneralizzato(persemplicit�a
di esposizione,supponiamochen > 0 siaun multiplo di k - 2).

1 TorriHanoiGen( n, k ): hpre:n > 0 multiplodi k - 2i
2 for (i = 1; i <= k-2; i = i+1)
3 TorriHanoi(n/(k-2), 0, k-1, i);
4 for (i = k-2; i >= 1; i = i-1)
5 TorriHanoi(n/(k-2), i, 0, k-1);

Intuitivamente,il codiceprecedentedividegli n dischiin k - 2 gruppidi n
k - 2 dischi

ciascuno. Il primociclosposta,perognii , l'i -esimogruppodaldisco0 aldiscoi , usando
il discok - 1 comeappoggioeinvocandoTorriHanoi , mentre il secondociclosposta
talegruppodal discoi al discok - 1 usandoil disco0 comeappoggio:notiamoche,
perrispettare la regoladi sovrapposizionedeidischi,il secondocicloscorre i gruppi in
ordineinversorispettoal primo. Il numero di mosse�edunqueparia2 � (k - 2) volte
il numero di mosserichiestoperspostare n

k - 2 dischiusandotre pioli. Non �e dif�cile
estendere il suddettocodicein modochefunzionipertutti i valoridi n (anchequando
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1.2 Trattabilit �a di problemi computazionali
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n non �eun multiplo di k - 2), osservandocheil numero totaledi mosse�eparia

M (n ,k) = 2 � (k - 2) �
�
2

n
k - 2 - 1

�

Ponendok � = b n
logn c pern > 5, possiamoveri�care cheM (n ,k � ) 6 n2. In tal caso,

il problemadelleTorri di Hanoi pu�o quindi essere risolto con un numero di mosse
quadraticonelnumerodeidischi(notiamoche�ein generaleunproblemaaperto stabilire
il numero minimodi mosseperognin eperognik > 3). Peresempio,volendospostare
gli n = 64 dischidelproblemaoriginaleusandok � = 10 pioli, sonosuf�cienti soltanto
642 = 4096secondicontro i 264 - 1 = 18 446744073709551615secondinecessari
nelcasodi trepioli (supponendodi potereffettuareunamossaalsecondo).

Il problemadelleTorri di Hanoicontreo pi�u pioli illustracomeunasoluzioneche
richiedeun numero esponenzialedi passirisulti irragionevole seconfrontatacon una
chene richiedeun numero polinomiale. In generale,il passaggioda un andamento
esponenzialea uno polinomialeha dueimportanti conseguenze. In primo luogo,un
polinomiocrescemolto pi�u lentamentedi unaqualunquefunzioneesponenziale,come
mostratonellaseguentetabellarelativaal polinomion 2 eanalogaaquellavistanelcaso
dellafunzione2n .

n 5 10 15 20 25 30 35 40 45
tempo 25s 100s 225s 7 m 11m 15m 21m 27m 34m

In secondoluogo,lapolinomialit�adeltempodi esecuzionerendemoltopi�u ef�caci
gli eventualimiglioramentinellavelocit�a di esecuzionedei singolipassi.Ad esempio,
nelcasodelproblemageneralizzatodelleTorri di Hanoiconn dischiek � pioli, poten-
do eseguire m operazioniin un secondo,invecedi unasingolaoperazioneal secondo,
occorrerebbero n 2

m = (n=
p

m )2 secondiperspostaregli n dischi.L'effettodi talemiglio-
ramentopermanealungoin quanto�enecessarioportareil numero di dischian �

p
m

per ottenere lo stessotempocomplessivo di esecuzione.In altre parole, un migliora-
mentodi un fattore moltiplicativo nelleprestazionisi traducein un aumentoanch'esso
moltiplicativodelnumero di dischitrattabili. La tabellaseguente(analogaaquellavista
nel casodellafunzione2n ) esempli�caquestocomportamentonel cason = 64, mo-
strandoil numero di dischigestibili(conk � pioli) in un tempoparia4096secondi,al
variaredellavelocit�adi esecuzione:comepossiamovedere,miglioramentidi quest'ulti-
masi traduconoin incrementisigni�catividelnumero di dischicheil programma�e in
gradodi gestire.

operazioni/sec 1 10 100 103 104 105 106 109

numero dischi 64 202 640 2023 6400 20238 64000 2023857


