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Dimostrazione e Tautologie, Ipotesi Non tautologiche

Esempi: Inferenze Corrette e Tautologie

>

Il Calcolo Proposizionale permette di formalizzare semplici

inferenze /deduzioni/dimostrazioni, e di verificarne la correttezza
Esempio: “Normalmente se piove non esco, ma ieri sono uscito,
quindi non pioveva”

Formula proposizionale corrispondente:

(P=-E)NE = —P

L’inferenza & corretta se e solo se la formula & una tautologia
In questo caso lo &, vediamo la dimostrazione:

(P=-E)NE
= {(Elim.-=)}
(wP V-E)ANE
= { (Complemento)}
(~PANE)
= { (Sempl.-A)}
-P
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Inferenze Corrette e Tautologie (2)

> Esempio: “Normalmente se piove non esco, ma ieri non pioveva,
quindi sono uscito”

v

Formula proposizionale corrispondente:

(P=-E)A-P=E

v

L’inferenza & corretta se e solo se la formula & una tautologia

v

In questo caso no: trovare un controesempio!

Soluzione : {E — F,P — F}

A. Corradini e F.Levi - Dip.to Informatica Logica per la Programmazione a.a. 16/17 - pag. 3



Dimostrazione e Tautologie, Ipotesi Non tautologiche

Dimostrazioni con |potesi Non Tautologiche

» Vedremo come il sistema di dimostrazioni che abbiamo presentato
possa essere esteso utilizzando nei passaggi deduttivi formule che non
sono leggi (tautologie)

» Tali formule diventano le Ipotesi non Tautologiche della
dimostrazione

A. Corradini e F.Levi = Dip.to Informatica Logica per la Programmazione a.a. 16/17 — pag. 4



Dimostrazione e Tautologie, Ipotesi Non tautologiche

Un Passo di Dimostrazione

» Consideriamo un generico passo di dimostrazione con conn € {=,=}:
R
conn {P conn Q}
R[Q/P]
» Usiamo una legge (tautologia) P conn Q quindi R conn R[Q/P] &
una tautologia
» Abbiamo dimostrato| R conn R[Q/P]
» Per garantire il Principio di Sostituzione assumiamo che P occorra

positivamente in R (Il caso di <« & analogo a quello di =)
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Un Passo di Dimostrazione con lpotesi

v

Consideriamo un passo di dimostrazione con conn € {=,=}:

R
conn {P conn Q}
R[Q/P]

v

La formula P conn @ non & una legge (tautologia)!!

v
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v

Se P conn Q fosse vera allora R conn R[Q/P]| sarebbe vera!!l

v

Il passaggio deduttivo & valido sotto I'ipotesi P conn @
Formalmente: | P conn Q = R conn R[Q/P]

v
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Un Passo di Dimostrazione: caso generale

» Consideriamo un passo di dimostrazione con conn € {=,=}:

R
conn {P conn Q}
RIQ/P]

» Abbiamo che
P conn @ = R conn R[Q/P)]

» Se P conn @ & una legge (tautologia) allora

R conn R[Q/P]
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Uso di Ipotesi come Giustificazioni: Esempio 1

» Vogliamo dimostrare che la formula p = (p A g = g) & una tautologia

» Proviamo che (p A g = q) & vera nell'ipotesi che p sia vera:

pPAg

= {lp: p=T}
TAg

= {(Unita)}
q

> Nelle giustificazioni abbiamo indicato esplicitamente con “Ip: ..." il
fatto che p = T & un'ipotesi e non una tautologia (legge)
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Schema Generale di Dimostrazione con Ipotesi

Lo schema di dimostrazione:

Py

conny {G1}
P>

conny {Gg}
Pnfl

connp—1 {Gn—l}
Pn

rappresenta una dimostrazione della seguente tautologia:

(Gl = (Pl conn; Pz)) VANPRVAN (Gn—l = (Pn,1 conn,_1 Pn))
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Commenti

v

Supponiamo poi che le proprieta di conny, ... conn,_j consentono di
dimostrare (P1 conn P,) (quindi

» Da
(G1 = (P1 conny P2)) A ... A(Gh—1 = (Pn_1 conn,_; P,))

Otteniamo

v

GiAN...ANG,_1 = P71 conn P,

v

Se le giustificazioni Gy, ... , G,_1 valgono allora abbiamo una
dimostrazione di
Pi conn P,
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Commenti

» Se le giustificazioni Gy, ... , G,_1 sono tutte tautologie, allora
abbiamo una dimostrazione di

P{ conn P,

» Se le giustificazioni Gy, ... , G,_1 non sono tautologie, ma ipotesi,
allora abbiamo una dimostrazione di

Gy A ... NGy_1 = Py conn P,

» Se poi H & la congiunzione di tutte le ipotesi usate come
giustificazioni abbiamo una dimostrazione di

H = P; conn P,
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Uso di Ipotesi come Giustificazioni

» Strategia alternativa: per dimostrare P = @, partiamo da Q e
cerchiamo di dimostrare che & vero sotto |'ipotesi, da usare come
giustificazione in qualche passaggio, che P sia vero.

» Ricordiamoci infatti che il caso critico dell'implicazione & dimostrare
che @ & vero quando P & vero. Quando P & falso I'implicazione vale
sempre.
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Uso di Ipotesi come Giustificazioni: Esempio 2

» Teorema: (p= (g=7r))= (pAr=q)

» Strategia: proviamo che p A r = g & vera nell'ipotesi che
(p= (g =r)) sia vera

» Partiamo dalla premessa p A r per arrivare a g usando |'ipotesi
p=(q=r)
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Dimostrazione con lpotesi: Esempio 2

(g=rA(r=q)Ar

(@=r)Aq

q

A. Corradini e F.Levi

Dip.to Informatica

{Ip: (p= (g =r)), p occorre pos.}
{(Elim.-=)}
{(Modus Ponens), (r = q) A r occorre pos.}

{Sempl.-A, (g = r) A g occorre pos.}
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Ancora Esempi: (Sempl.-=)

» Vogliamo dimostrare la legge:

(p=g)AN(r=s)=(pAr=qAs)

» Dimostriamo (p A r = g A's) usando le ipotesi p = ger=s
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Dimostrazione (Sempl.-=) con Ipotesi

pAr

= {lp: p = g, p occorre pos.}
gAr

= {lp: r=s, r occorre pos.}
gnNs
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Tecniche di Dimostrazione come Tautologie

» Alcune ben note tecniche di dimostrazione possono essere
formalizzate come tautologie (alcune conosciute dalla scuola)
» Dimostrazione per assurdo e per casi

» Dimostrazione per controposizione
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Dimostrazione per Assurdo

Dimostrazione per Assurdo (1):
> Per dimostrare p basta mostrare che p=(-p=F)
negando p si ottiene una contraddizione

Dimostrazione per Assurdo (2):
Per mostrare che p (ipotesi) implica q (tesi )basta mostrare che
se vale p e si nega q si ottiene una contraddizione

p=q=(p N-q=F)

» Esercizio: mostrare che sono tautologie
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Dimostrazioni per assurdo: prova delle leggi
» p=(-p=F)

»p=>q=(p

-p=F
= { (Elim.-=) e (Doppia Neg.)}
pVF
= {(Unita)}
p
A -q = F)
p AN—qg=F
{(Elim.-=)}
~(p A-q)VF
{(De Morgan) e (Doppia neg.)}
(-pVvaq)VF
{(Unita)}
(=pVq)
{(Elim.-=)}
pP=q
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Esempio di Dimostrazione per Assurdo

Dimostriamo per assurdo che ((pV q) = r)) = (p=7r)

(pPVa)=r)A=(p=r)

{(Elim-=), (-— =)}
(=(pVa)vr)A(p A-r)

{(De Morgan)}
(=P A=g)Vr)A(=r Ap)

{(Complemento)}
(-p A—qg) A—r Ap

{ (Comm.) e (Ass.) }
(=P AP) Amg A-r

{(Contraddizione) e (Zero) }
F
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Dimostrazione per Controposizione

Per dimostrare p = q
si puo dimostrare che ~q = —p

» In formule otteniamo

» Esercizio: dimostare la legge
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Dimostrazione per Casi

Dimostrazione per Casi:
> Per dimostrare q, basta mostrare che
per un certo p, valgono sia p = q che -p = q

(p=a)AN(-p=q)=q

Dimostrazione per Casi:
> Per dimostrare che p A r = q \'s, basta
fornire due prove separate per p = q e perr = s

(p=qgN(r=s)=pAr=qAs

» Esercizio: mostrare che sono tautologie
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Esempio: Prova per Casi

» Dimostrare ((pV q) = r) = (p = r) per casi su q

» Casog=T

» Casog=F

(pVaq)=r

T=r

—pVr

p=r

(pVa)=r

p=r

{Ip: g=T, (Zero)}
{ (Elim.-=) e (Unita) }
{ (Intro.-v) }

{ (Elim.-=) }

{Ip: g =F, (Unitd)}

A. Corradini e F.Levi

Dip.to Informatica

Logica per la Programmazione a.a. 16/17 — pag. 23



Dimostrazione e Tautologie, Ipotesi Non tautologiche

Altre Tautologie che rappresentano Tecniche di
Dimostrazione

» (p= —p) = —p (Riduzione ad Assurdo)
» pAg=r=pA-r= —q (Scambio)

v

((p = q) A —q) = —p (Tollendo Tollens)

» (p=q)=(pAq)V(~pA—q) (Elim.-=-bis )

» (p=g)AN(p=r)=(p= gAr) (Sempl.Destra-=)
»(p=aq)V(p=r)=(p=qVr)

» (p=qg)A(p=r)=(pAqg=r) (Sempl.Sinistra-=)
»(p=q)V(p=r)=(pVag=r)

v

p=(qg=r)=(pAqg=r) (Sempl.Sinistra-2-=>)

v

Esercizio: dimostrare che sono tautologie

A. Corradini e F.Levi = Dip.to Informatica Logica per la Programmazione a.a. 16/17 — pag. 24



	Dimostrazione e Tautologie, Ipotesi Non tautologiche

